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Notations
Nous utiliserons librement les notations suivantes :
N, l’ensemble des nombres entiers naturels (positifs ou nuls)
Z, l’anneau des nombres entiers relatifs
Q, le corps des nombres rationnels
C le corps des nombres complexes
p, un nombre premier
Qp le corps des nombres p-adiques
Zp son anneau des entiers
Cp le plus petit corps complet algébriquement clos contenant Qp
Fp le corps premier à p éléments
Knr l’extension maximale non-ramifiée du corps local K
K la clôture algébrique du corps K
A[T ] l’anneau des polynômes en T sur l’anneau commutatif A
A(T ) son corps de fractions
A[[t]] l’anneau des séries formelles en t sur l’anneau commutatif A
A((t)) son corps de fractions
Pour un groupe commutatif G (noté additivement) et un sous-groupe Γ ⊂ G,
Gtors = {g ∈ G ∃n ∈ Z, n · g = 0} le sous-groupe de torsion de G
Gp−tors = {g ∈ G ∃n ∈ Z, pn · g = 0} le sous-groupe de p∞-torsion
Gp′−tors = {g ∈ G ∃n ∈ Z, p - n et n ·g = 0} le sous-groupe de torsion première
à p
DivG(Γ) = {g ∈ G, ∃n ∈ Z, n · g ∈ Γ} le groupe de divisions de Γ dans G
DivpG(Γ) = {g ∈ G, ∃n ∈ Z, p - n et n · g ∈ Γ} le groupe de divisions premières




Nous présentons ici les principaux résultats démontrés dans cette thèse, ainsi
que les outils mathématiques qui nous permettrons d’obtenir ces résultats. Afin
de pouvoir replacer ce travail dans son contexte, nous donnons aussi un aperçu
de l’histoire des questions mathématiques traitées dans cet ouvrage, et de l’état
actuel des différentes ramifications que ces questions ont pu susciter.
1
Le but de cette thèse est d’utiliser des méthodes algébro-géométrique, et plus
particulièrement des techniques galoisiennes, pour démontrer des résultats sur la
relation entre les sous-variétés de variétés semiabéliennes et leurs points de torsion
ou leurs points rationnels. En particulier, nous nous intéresserons aux conjectures
de Mordell-Lang en caractéristique positive et de Tate-Voloch dans le cas algé-
brique.
Avant de pouvoir énoncer ces deux théorèmes, nous donnons dans un premier
temps un rappel des notions utilisées dans cet ouvrage.
1 Premières définitions
1.1 Variétés algébriques
Soit K un corps et K sa clôture algébrique. Rappelons succinctement les dif-
férentes variétés que l’on peut définir sur K et qui seront l’objet de notre étude.
Afin d’éviter toute ambiguïté, précisons que toutes les variétés sont supposées ir-
réductibles.
Définition 1.1. Soit G un groupe algébrique défini sur K.
On dit que c’est une variété abélienne s’il est connexe et complet.
On dit que G est un tore s’il est isomorphe au-dessus d’une extension finie de
K à un produit de groupes multiplicatifs, c’est-à-dire
GK ' Gdm,K ,
où Gm,K est le groupe algébrique des éléments inversibles de K muni de la multi-
plication.
On dit que G est une variété semiabélienne s’il est l’extension d’une variété
abélienne par un tore. Ainsi, G est une variété semiabélienne s’il existe une suite
exacte courte de groupe algébriques
0→ T → G→ A→ 0,
où T est un tore et A une variété abélienne.
Si K est un corps local de corps résiduel k, on dit qu’une variété semiabélienne
A sur K a bonne réduction si la réduction d’un tore maximal dans A est un
tore maximal dans la variété semiabélienne réduite A˜ définie sur k.
Tous ces groupes algébriques ont une loi de groupe commutative, et il est pos-
sible de montrer pour beaucoup de propriétés vraies sur les variétés abéliennes
qu’elles le sont aussi sur les variétés semiabéliennes. Le principal obstacle à la gé-
néralisation d’une propriété des variétés abéliennes aux semiabéliennes est que les
premières sont projectives, alors que les secondes ne sont, en général, pas propres.
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Comme la loi de groupe est commutative, elle est usuellement dénotée additi-
vement. Cette loi permet de définir le translaté d’une sous-variété X par un point
géométrique P ∈ G(K) noté X+P ainsi que le morphisme de multiplication par n
noté [n] pour tout entier n ∈ Z.
L’exemple le plus simple de variété abélienne est donné par l’étude des courbes
algébriques :
Définition 1.2. Une courbe algébrique est une variété algébrique régulière
projective de dimension 1.
La composante neutre du groupe de Picard d’une courbe algébrique C définie
sur K et de genre g ≥ 1 est une variété abélienne sur K de dimension g appelée
jacobienne Jac(C) = Pic0(C) de C et tout point rationnel P ∈ C(K) définit
un morphisme injectif, dit d’Abel-Jacobi, ιP : C ↪→ Jac(C), tel que ιP (Q) =
[Q]− [P ] ∈ Pic0(C) pour tout point Q ∈ C(K).
Ceci est donc l’exemple non-trivial le plus simple de sous-variété de variété
(semi)abélienne, et constitue le cadre “classique” des théorèmes étudiés ici.
De façon plus générale, la donnée d’une variété semiabélienne G (ou plus gé-
néralement d’un groupe algébrique commutatif) permet de définir les notions sui-
vantes :
Définition 1.3. Soit X une sous-variété du groupe algébrique commutatif G. On
appelle stabilisateur de X dans G et on note StabG(X) (ou Stab(X) s’il n’y a
pas de confusion possible) la sous-variété réduite de G telle que
∀P ∈ StabG(X)(K), X+P = X
. Si StabG(X) = 0, on dit que X est de stabilisateur trivial.
D’après [67, exp. VIII, Ex. 6.5 (e)], ceci définit bien un sous-groupe algébrique
de G défini sur K qui est, de façon plus intuitive, le plus grand sous-groupe de
G contenu dans un translaté de X. En particulier, si 0 ∈ X, G est le plus grand
sous-groupe de G contenu dans X. On peut aussi remarquer que l’image de X dans
le quotient G/ StabG(X) est encore une sous-variété que l’on note X/ StabG(X)
(qui est clairement de stabilisateur trivial).
Définition 1.4. Soit k un corps algébriquement clos et K une extension de k. On
dit qu’une variété X définie sur K est isotriviale sur k si X est isomorphe sur K
à une variété définie sur k. Dans le langage des schémas, cela revient à dire qu’il




Si X ↪→ A est une sous-variété d’une variété semiabélienne, on dit qu’elle est
isotriviale à isogénie près sur k s’il existe
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– une variété semiabélienne B définie sur k,
– une sous-variété Y ↪→ B définie sur k,
– un morphisme de groupes algébriques sur K, h : B×
k
Spec (K)→ A de noyau
fini,
– un point a ∈ X(K)
tels que
X = a+ h∗(Y×
k
Spec (K)).
Si K est de caractéristique p > 0 et si k n’est pas précisé, on considère que
k = K ∩ Fp.
Les sous-variétés isotriviales à isogénie près et leurs extensions par des sous-
groupes forment une classe bien particulière de sous-variétés de variétés semia-
béliennes en caractéristique positive. Nous verrons dans l’énoncé des conjectures
relatives à la première partie de cette thèse qu’elles sont caractérisées (notamment)
par leurs points de torsion.
Nous pouvons remarquer que, lorsque la variété semiabélienne A n’admet pas
de morphisme non-trivial vers une variété semiabélienne isotriviale (on dit qu’elle
est de K/k-image triviale), cette définition implique que la sous-variété X est
réduite à un point.
Nous ferons aussi l’usage d’ultrafiltres sur N, donc nous en rappelons la défini-
tion ainsi que quelques conséquences.
1.2 Filtres, ultrafiltres et ultraproduits
Définition 1.5. Soit U un ensemble de parties d’un ensemble E différent de ∅ et
de P(E). On considère les axiomes suivants :
i) pour tout U, V ∈ U, U ∩ V ∈ U ;
ii) pour tout U ⊂ V ⊂ E, si U ∈ U alors V ∈ U ;
iii) pour tout U ⊂ E, U ∈ U ou (E \ U) ∈ U ;
iv) pour tout U ⊂ E fini, U /∈ U.
Si U satisfait les axiomes i) et ii), on dit que c’est un filtre sur E. Si de plus il
vérifie iii), alors c’est un ultrafiltre. Enfin, si U satisfait les quatre axiomes, c’est
un ultrafiltre non-principal.
On peut remarquer que l’axiome ii) implique que tout filtre contient E mais
pas ∅, et donc que le “ou” de l’axiome iii) est nécessairement exclusif dans un
ultrafiltre. On peut aussi remarquer qu’un ultrafiltre principal (c’est-à-dire qui
n’est pas non-principal) est nécessairement de la forme {U ⊂ E, a ∈ U} pour un
certain élément a ∈ E.
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Les filtres permettent de définir une notion moins contraignante de conver-
gence. En effet, si l’on considère l’ensemble des voisinages d’un point dans un
espace topologique, il vérifie bien les axiomes de filtre et permet de caractériser
la convergence d’une suite vers ce point. Un exemple classique de cette analogie
est la relation entre la topologie de Zariski sur N et le filtre de Fréchet, formé de
toutes les parties non-finies de N, ou encore la relation entre un ultrafiltre princi-
pal associé à un élément a ∈ E et l’ensemble des voisinages de a dans la topologie
discrète.
Une utilisation classique des ultrafiltres est la construction d’ultraproduits, de
la façon suivante :
Définition 1.6. Soit (Ke)e∈E un ensemble de corps indexé par un ensemble E
muni d’un ultrafiltre U. On appelle ultraproduit le long de U le quotient de






Ke, {e ∈ E, xe = 0} ∈ U
}
.
On note cet ultraproduit ∏
e∈E
Ke/U.
Si pour tout e, Ke = K pour un corps K fixé, on l’appelle l’ultrapuissance de
K le long de U et on la note
KE/U.
L’idéal IU est maximal car U est un ultrafiltre. Si cet ultrafiltre est princi-
pal associé à l’élément e ∈ E, on remarque que l’ultraproduit est naturellement
isomorphe à Ke. Nous nous intéresserons donc de préférence aux ultraproduits
le long d’ultrafiltres non-principaux, et en particulier aux ultrapuissances le long
d’un ultrafiltre (non-principal) sur N. Celles-ci sont munies d’une injection diago-
nale K ↪→ KN/U.
Pour continuer l’analogie avec les espaces topologiques, on peut voir un ultra-
filtre non-principal comme un choix de voisinages de l’infini dans N, qui permet de
définir de façon purement formelle la limite de suites d’éléments dans K comme un
élément de l’ultrapuissance. Cependant, on ne peut pas utiliser le filtre de Fréchet
(qui n’est pas un ultrafiltre), et cette construction n’est donc pas canonique.
Note : On remarquera qu’on utilise ici l’existence d’ultrafiltres non-principaux
sur N sans aucune justification. Il faut bien noter que cette existence n’est pas
un résultat trivial et est sujette à l’acceptation de l’axiome du choix ; en effet,
il existe des modèles de ZF dans lesquels un tel ultrafiltre n’existe pas [6]. On
fera cependant dans cette ouvrage abstraction de ce genre de considérations, en se
plaçant dans le cadre usuel de l’axiomatique ZFC.
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Nous pouvons maintenant énoncer les deux théorèmes que nous nous proposons
de démontrer dans cet ouvrage :
Théorème 1.1 (Conjecture de Mordell-Lang en caractéristique positive). Soient
K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et A une variété semiabé-
lienne définie sur K. Soient Γ ⊂ A(K) un sous-groupe de type fini et X une sous-
variété de A telle que X(K)∩Divp(Γ) est dense dans X. On note C = StabA(X)
le stabilisateur de X dans A.
Alors X/C ↪→ A/C est isotriviale à isogénie près.
Plus précisément, nous montrerons comment déduire ce résultat de la conjec-
ture de Manin-Mumford en caractéristique positive, que nous présenterons bientôt.
Théorème 1.2 (Conjecture de Tate-Voloch sur un corps p-adique). Soient A une
variété semiabélienne et X une sous-variété, définies sur Qp. Soit d une métrique
associée à la topologie p-adique de A. Alors il existe ε > 0 tel que
∀P ∈ A(Qp)tors, P ∈ X(Qp) ou d(P,X) > ε.
Afin de mieux comprendre dans quel cadre se situent ces problèmes, il nous
faut maintenant présenter brièvement un historique de ces questions, et les diverses
ramifications qu’elles ont pu susciter, ouvrant la porte à de nouveaux domaines de
recherche.
2 Historique
2.1 Les conjectures de Mordell-Lang et Manin-Mumford
L’histoire des conjectures étudiées dans le présent ouvrage commence avec le
théorème de Mordell-Weil :
Théorème 2.1 (Mordell-Weil (1922-1928)). Pour toute variété abélienne définie
sur un corps de nombres (c’est-à-dire une extension finie de Q), le groupe des
points rationnels est de type fini.
Démontré par Mordell en 1922 [41] pour le cas de Q et par Weil en 1928
[77] pour le cas général, ce théorème ouvre la porte aux questions sur les points
rationnels des variétés algébriques définies sur un corps de nombres. Ainsi, Mordell
énonce dans le même article la conjecture :
Théorème 2.2 (Conjecture de Mordell (1922), Faltings (1983)). L’ensemble des
points rationnels d’une courbe algébrique de genre supérieur à 2 définie sur un
corps de nombres est fini.
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Cette conjecture devra attendre plus de 60 ans avant d’être démontrée par
Faltings en 1983 [21] par des méthodes d’approximation diophantienne, mais elle
aura au passage été développée, précisée et généralisée.
En lien avec cet énoncé, Manin et Mumford se posent indépendamment la
question équivalente pour les points de torsion, à savoir
Théorème 2.3 (Conjecture de Manin-Mumford “classique”, Raynaud (1983)).
L’ensemble des points de torsion d’une courbe algébrique de genre supérieur à 2
définie sur un corps de nombres est fini.
Cette énoncé est dit “classique” car il se limite au cas d’une courbe, alors que
la conjecture a très vite été généralisée aux dimensions supérieures.
En effet, dans le cas de la conjecture de Mordell ou celle de Manin-Mumford, si
l’on considère qu’une courbe algébrique s’immerge via un point rationnel dans sa
variété jacobienne, il est possible de regarder le problème de façon plus générale en
regardant les points rationnels ou de torsion de sous-variétés de variétés abéliennes.
En utilisant le théorème de Mordell-Weil, on arrive à la conjecture généralisée [33],
qui regroupe les deux théories :
Théorème 2.4 (Conjecture de Lang (1965), Faltings (1991)). Soient A une variété
abélienne définie sur un corps algébriquement clos L de caractéristique 0 et X une
sous-variété irréductible. Soit Γ un sous-groupe de rang fini de A(L). Si Γ∩X est
dense dans X, alors X est le translaté d’un sous-groupe algébrique fermé de A.
Si l’on pose X une courbe algébrique sur un corps de nombres K (de clôture
algébrique L) et A sa jacobienne avec le plongement d’Abel-Jacobi via un point
rationnel, on retrouve effectivement la conjecture de Mordell d’une part avec Γ =
A(K) (qui est de type et donc de rang fini d’après le théorème de Mordell-Weil)
et la conjecture “classique” de Manin-Mumford d’autre part avec Γ = A(L)tors qui
est de rang nul. Si X est de genre supérieur à 2, ce n’est pas un translaté de sous-
groupe, et l’ensemble des points rationnels (resp. de torsion) est nécessairement
non dense donc fini.
Historiquement, les contributions “de type fini” et “de torsion” ont été traitées
séparément pendant un certain temps, c’est pourquoi il est d’usage de parler de
conjecture de Mordell-Lang dans le premier cas, de conjecture de Manin-Mumford
dans le second, et de conjecture de Mordell-Lang totale pour le cas général.
Effectivement, la conjecture de Manin-Mumford est rapidement déduite du cas
classique [52] par Raynaud en 1983 [53] alors que la conjecture de Mordell-Lang est
démontrée par Faltings en 1991 [22], grâce à une adaptation d’une nouvelle preuve
de la conjecture de Mordell par Vojta [75]. Pour la conjecture totale, des travaux
de Hindry [30] ont permis à McQuillan de démontrer le résultat en 1995 [38] .
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Il est aussi intéressant de remarquer que tous ces résultats ont été étendus au
cas d’une variété ambiante semiabélienne, sans trop de difficultés.
Le premier écueil dans l’évolution de cette question est la transposition au
cas des variétés définies sur un corps de caractéristique positive. En effet, dans
ce cadre, la conjecture telle qu’énoncée par Lang (en remplaçant K par un corps
de fonction en caractéristique p) est fausse, ainsi qu’en atteste le contre-exemple
classique suivant [37] :
Soient C une courbe de genre supérieur à 2 définie sur un corps fini k, et
K = k(C) son corps de fonction. On considère la courbe CK obtenue à partir
de C par extension de scalaires de k à K. De plus, comme k est fini, il induit
un morphisme de Frobenius relatif F : C → C et son extension de scalaires
F : CK → CK . Le point générique de C définit une section c ∈ CK(K), et la
famille S = {F n(c), n ≥ 1} est un ensemble infini de points rationnels, donc dense
dans CK .
On considère le plongement d’Abel-Jacobi associé à c, de CK dans sa jaco-
bienne AK , ι : CK ↪→ AK = Pic0(CK). Le morphisme de Frobenius F induit un
endomorphisme Φ ∈ EndK(AK), et on a :






donc S ⊂ EndK(AK)(F (c)) est dans un sous-groupe de type fini de A(K) (l’anneau
des endomorphismes d’une variété abélienne étant de type fini). Ceci contredit
l’analogue de la conjecture de Lang en caractéristique positive, puisque CK est
de genre supérieur à 2, et n’est donc pas un sous-groupe (ou le translaté d’un
sous-groupe).
Il faut donc formuler le problème différemment, et afin d’éviter le contre-
exemple donné, on énonce la conjecture sous forme relative, en interdisant les
variétés isotriviales, c’est-à-dire qui sont définies sur un corps plus petit.
Théorème 2.5 (Conjecture de Mordell-Lang relative, Manin (1963), Hrushovsi
(1996)). Soit K/k une extension de corps algébriquement clos. Soit A une variété
abélienne définie sur K de K/k-image triviale (c’est-à-dire que tout morphisme de
A vers une variété abélienne définie sur k est trivial). Alors pour toute sous-variété
X de A et tout sous-groupe de type fini Γ ⊂ A(K), si Γ∩X est dense dans X, X
est une sous-variété abélienne.
Cette forme (plus faible) de la conjecture a été étudiée dans le cas d’une courbe
dans sa variété jacobienne dès les années 1960, avec une première preuve en 1963
par Manin en caractéristique 0 [34], puis une autre par Grauert en 1965 [26] qui fut
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ensuite adaptée par Samuel en 1966 pour le cas de la caractéristique positive [58].
A partir de 1991, Voloch et Abramovich en caractéristique positive [2] et Buium
en caractéristique nulle [12] font avancer le cas général, avant que Hrushovski,
s’inspirant fortement de la preuve de Buium, ne démontre le théorème dans son
intégralité, en utilisant des méthodes de théorie des modèles [31].
L’autre problème majeur de la caractéristique p > 0, notamment pour la conjec-
ture de Manin-Mumford mais aussi pour la conjecture totale, est le fait que, le mor-
phisme de multiplication par p n’étant pas étale, la p-infinie torsion a un comporte-
ment beaucoup plus complexe que précédemment. Ainsi le théorème que démontre
Hrushovski est plus général que celui cité ici, puisqu’il autorise au sous-groupe Γ
d’être de rang fini sur Z(p), l’anneau des rationnels à valuation p-adique positive.
Puisqu’il est l’objet de la première partie de cette thèse, nous nous permettons de
le retranscrire ici :
Théorème 2.6 (Conjecture de Mordell-Lang en caractéristique positive, Hru-
shovski (1996)). Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0,
A une variété semiabélienne définie sur K. Soient Γ ⊂ A(K) un sous-groupe de
type fini et X une sous-variété de A telle que X(K) ∩Divp(Γ) est dense dans X.
On note C = StabA(X) le stabilisateur de X dans A.
Alors X/C ↪→ A/C est isotriviale à isogénie près.
Malgré la formulation en apparence très différente des énoncés précédent, celui-
ci est tout à fait analogue à l’énoncé ci-dessus, si ce n’est qu’il autorise les variétés
isotriviales. En effet, si l’on suppose que la K/Fp-image de A est triviale, cela
revient à dire que X/C est réduit à un point dans A/C, soit que X est un translaté
de sous-variété abélienne. En outre, ce théorème autorise bien un sous-groupe de
rang fini sur Z(p) (car le sous-groupe Γ est ici remplacé par son groupe de division
première à p Divp(Γ)), mais la question d’un sous-groupe de rang fini sur Q est
toujours ouverte à ce jour.
Néanmoins, suite aux idées de Hrushovski [32] et de Scanlon [61] en théorie des
modèles appliquée à la géométrie algébrique, Rössler et Pink donnent en 2004 une
preuve purement géométrique de la conjecture de Manin-Mumford en caractéris-
tique positive [48] :
Théorème 2.7 (Conjecture de Manin-Mumford en caractéristique positive, Röss-
ler-Pink (2004)). Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0,
A une variété semiabélienne définie sur K, X une sous-variété de A telle que
X(K) ∩ A(K)tors est dense dans X. On note C le stabilisateur de X dans A.
Alors X/C ↪→ A/C est isotriviale à isogénie près.
C’est ce résultat que nous utiliserons dans la première partie pour démontrer
la conjecture de Mordell-Lang énoncée précédemment.
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Si l’objet de notre étude est maintenant présenté, il est cependant intéressant
de remarquer que les idées derrière ces énoncés sont plus profondes et que ces
théorèmes admettent des généralisations plus larges, que nous allons maintenant
présenter brièvement.
2.2 La conjecture de Bogomolov
Énoncée par Bogomolov en 1980 [7] pour le cas classique (une courbe dans sa
jacobienne), cette conjecture affaiblit les conditions nécessaires au résultat de la
conjecture de Manin-Mumford :
Théorème 2.8 (Conjecture de Bogomolov (1980), Ullmo-Szpiro-Zhang (1998)).
Soient A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K et X une sous-
variété. On note hNT la hauteur de Néron-Tate sur A associée à un fibré ample.
Si X n’est pas un translaté de sous-variété abélienne,
∃ε > 0, Uε(X) := {P ∈ X(K), hNT (P ) ≤ ε} est non-dense dans X
Ce théorème est effectivement une généralisation de la conjecture de Manin-
Mumford (pour les corps de nombres), puisqu’une caractérisation des points de
torsion est qu’ils sont de hauteur (de Néron-Tate) nulle. Cet énoncé, démontré
d’abord par Ullmo dans le cas classique [73], puis par Zhang dans le cas général
[84] à partir d’un résultat d’équidistribution des petits points d’Ullmo, Szpiro et
Zhang [70], peut être généralisé de la même façon que les conjectures précédentes,
au cas des corps de fonction en caractéristique quelconque. Il faut cependant faire
attention à la forme que peuvent prendre les sous-variétés “spéciales” :
Conjecture 2.9. Soient A une variété abélienne sur un corps de fonctions K sur
un corps algébriquement clos k, X une sous-variété de stabilisateur C dans A. Si
pour tout ε > 0, Uε(X) est dense dans X alors X/C est isotriviale à isogénie près.
On retrouve ici la forme des sous-variétés spéciales de la conjecture de Manin-
Mumford en caractéristique positive.
Cette conjecture de Bogomolov généralisée est encore très ouverte, mais cer-
tains cas ont été démontrés, notamment pour les courbes où le problème a été
résolu par Cinkir en caractéristique 0 [15] et où des résultats partiels ont été trou-
vés en caractéristique positive, par exemple par Moriwaki [42] et Yamaki [81, 82]
mais aussi dans le cas général, avec des avancées de Gubler [27] et Yamaki [83].
Notons aussi l’existence de la conjecture qu’énonce Poonen dans [49] qui gé-
néralise à la fois la conjecture de Mordell-Lang et la conjecture de Bogomolov
pour des variétés semiabéliennes sur un corps de nombres. Cette conjecture est dé-
montrée dans le même article et dans [50] dans le cas d’une variété semiabélienne
presque scindée (c’est-à-dire scindée à isogénie près).
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Il est intéressant de remarquer que tous les théorèmes en lien avec la conjecture
de Bogomolov sont démontrés avec des résultats d’équidistribution des points de
petite hauteur et que n’ont pas à ce jour été explorées avec succès d’autres pistes
d’étude.
2.3 La conjecture de Bombieri-Lang
La conjecture de Mordell et sa généralisation aux sous-variétés de variétés se-
miabéliennes peut se transposer à un cadre plus général qui est celui de la conjec-
ture de Bombieri-Lang :
Conjecture 2.10 (Conjecture de Bombieri-Lang). Soit X une variété de type
général sur un corps K de type fini. Alors X(K) n’est pas dense dans K.
Cette conjecture, proposée indépendemment par Bombieri et Lang (ce dernier
donnant une structure plus précise de la sous-variété contenant les points ration-
nels), implique effectivement la conjecture de Mordell-Lang (dans le cas du groupe
de points rationnels) puisque si X ↪→ A est une sous-variété d’une variété semia-
bélienne et C son stabilisateur, c’est un résultat connu [72] que X/C est de type
général.
2.4 Points spéciaux de variétés de Shimura
Nous nous intéressons ici à l’analogie entre les variétés abéliennes et les variétés
de Shimura. Si le lecteur n’est pas familier de ces notions, nous lui recommandons
de se reporter à la thèse de doctorat de Pink [44] pour une introduction sur ce
sujet s’il en a le temps, ou de passer cette section qui ne fait que présenter une
généralisation des conjectures vues précédemment dans ce cadre.
Si l’on essaye de transporter ces énoncés dans des variétés de Shimura, on
remarque que ces variétés admettent aussi des points spéciaux, à savoir les points
correspondants aux variétés abéliennes à multiplication complexe dans un espace
modulaire de Siegel (qui est l’exemple type de variété de Shimura), et des sous-
variétés spéciales, à savoir les sous-variétés de Shimura ou leurs images par des
opérateurs de Hecke (parfois appelées sous-variétés de Hodge pour leurs propriétés
en théorie de Hodge). Cette analogie n’est pas purement fortuite, puisque certains
résultats dans les variétés abéliennes (tels que le théorème de Taniyama-Shimura
[69]) ont leur analogue dans les variétés de Shimura.
C’est donc cette analogie qui inspire à André et Oort la conjecture suivante :
Conjecture 2.11 (André-Oort). Soient A une variété de Shimura sur C, et Λ
l’ensemble de ses points spéciaux. Si X ⊂ A est une sous-variété algébrique fermée
dans laquelle X ∩ Λ est dense, alors c’est une sous-variété spéciale de A.
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Bien qu’encore très ouverte, cette conjecture a été démontrée dans certains cas
ou sous des conditions plus fortes. On note en particulier des travaux de Moonen,
André, Edixhoven et Yafaev [3, 18–20,40,79,80].
Cependant, cette conjecture est plus qu’une analogie, puisque sa généralisation
naturelle aux variétés de Shimura mixtes admet pour cas particulier la conjecture
de Manin-Mumford dans les variétés abéliennes CM (ceci se voit en considérant
la variété abélienne universelle au-dessus d’un certain espace modulaire de Siegel,
qui est bien une variété de Shimura mixte dans le sens de [44]). André [4, Lecture
III] propose alors une généralisation qui regroupe la conjecture de Manin-Mumford
pour une variété abélienne quelconque et la conjecture d’André-Oort pour les va-
riétés de Shimura mixtes.
Parallèlement, Pink [45] propose une nouvelle généralisation de la conjecture
de Mordell-Lang totale et de certains cas de la conjecture d’André-Oort, en définis-
sant un nouveau type (plus général) de sous-variétés, qu’il appelle sous-variétés
faiblement spéciales.
Cette généralisation et certaines conjectures proposées par Zilber [85] per-
mettent de poser la forme la plus générale classiquement adoptée, que l’on trouve
notamment dans [46], et qui recouvre à la fois la conjecture de Mordell-Lang totale
et la conjecture d’André-Oort :
Conjecture 2.12 (Zilber-Pink). Soit A une variété de Shimura mixte sur C.
Soient d un entier et Λ un ensemble de points d’amplitude inférieure ou égale à d.
Si X ⊂ A est une sous-variété algébrique fermée telle que Λ ∩ X est dense dans
X, alors son défaut est inférieur ou égal à d.
Ici l’amplitude d’une sous-variété X (ou d’un point vu comme une sous-
variété de dimension 0) est la dimension de la plus petite sous-variété de Shimura
SX contenant X et son défaut est la codimension de X dans SX . Le cas où
d = 0 correspond donc exactement à la conjecture d’André-Oort (puisque les
points spéciaux sont précisément les sous-variétés de Shimura de dimension 0), et
la conjecture de Mordell-Lang totale se déduit du cas général.
D’autres tentatives de caractérisation des sous-variétés spéciales ont été faites,
par exemple par Ullmo et Yafaev [74]
2.5 La conjecture de Tate-Voloch
Bien qu’elle ne soit pas une généralisation des conjectures de Mordell-Lang et
Manin-Mumford, la conjecture de Tate-Voloch est intimement reliée à celles-ci,
puisqu’elle s’intéresse aussi aux sous-variétés de variétés semiabéliennes et à leurs
points de torsion. Cependant, elle se situe dans un cadre plus restreint qu’est celui
de la topologie p-adique des variétés définies sur Cp :
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Conjecture 2.13 (Tate-Voloch (1996)). Soient A une variété semiabélienne dé-
finie sur Cp et X une sous-variété. Soit d une métrique associée à la topologie
p-adique de A. Alors il existe ε > 0 tel que
∀P ∈ A(Cp)tors, P ∈ X(Cp) ou d(P,X) > ε.
Énoncée dans [71] où les auteurs démontrent le cas d’une droite affine dans Gm,
cette conjecture est encore très ouverte dans le cas général, qui s’éloigne quelque
peu du champ de la géométrie purement algébrique.
Cependant, dans le cas où la variété A est définie sur la clôture algébrique de
Qp, ce résultat a été démontré par Scanlon [59,60]. Cette démonstration utilise les
méthodes de théorie algébrique des modèles développées par Hrushovski qui lui ont
permis de démontrer la conjecture de Mordell-Lang, mais aussi un résultat profond
de théorie de Hodge p-adique [63] pour pallier les problèmes liés à la ramification
des points d’ordre une puissance de p.
C’est ce résultat de Scanlon que nous nous proposons de redémontrer dans la
deuxième partie de cette ouvrage, dans le cas où la variété ambiante A ainsi que sa
sous-variété X sont définies sur Qp. Notre preuve est cependant neuve dans le sens
où elle ne s’inscrit pas dans la lignée des résultats de théorie des modèles comme
ceux de Hrushovski et Scanlon, mais n’utilise que des outils purement algébriques,
qui ne nécessitent de ce fait aucun pré-requis en logique mathématique, ou en
théorie de Hodge p-adique.
2.6 Analogues dans les modules de Drinfeld
La plupart des énoncés présentés ici traitent de sous-variétés algébriques de
variétés semiabéliennes. Cependant, ils sont souvent transposables dans le cadre
des modules de Drinfeld, qui possèdent aussi une structure de groupe non-triviale,
et il est donc sensé de se poser la question des conjectures de Manin-Mumford,
Mordell-Lang ou bien encore Tate-Voloch dans ce cadre. Des résultats positifs ont
été démontrés en ce sens, principalement par Ghioca, qui s’avance vers l’analogue
de la conjecture de Mordell-Lang (précédemment énoncée par Dennis [17]) dans
[23], établit une version correcte de la conjecture de Tate-Voloch et la démontre [25]
ainsi que des résultats d’équidistribution [24] analogues à ceux d’Ullmo et Zhang.
On peut aussi noter la contribution de Scanlon qui démontre une conjecture de
Manin-Mumford pour les modules de Drinfeld en caractéristique générique [62].
Maintenant que nous avons donné un aperçu du cadre dans lequel s’établissent
nos résultats, nous pouvons en faire une présentation, en précisant en quoi les
preuves que nous donnons sont nouvelles, et ce qu’elles peuvent apporter au lecteur.
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3 Présentation des résultats et enjeux
3.1 De la conjecture de Manin-Mumford à la conjecture
de Mordell-Lang en caractéristique positive
Présentation de la preuve
Nous proposons dans la première partie de cette thèse la preuve d’une relation
entre les conjectures de Manin-Mumford et de Mordell-Lang en caractéristique
positive, c’est-à-dire les théorèmes 2.7 et 2.6. Le cœur de cette preuve réside dans
le théorème suivant :
Théorème 3.1. Soient k un corps fini, et K une extension finie de k((t)). Soient
A une variété semiabélienne de bonne réduction définie sur K, X une sous-variété
de A et Γ ⊂ A(K) un sous-groupe de type fini.
Si le groupe de division première à p de Γ, Divp(Γ), est dense dans X, alors il
existe une extension L de K et un point P ∈ A(L) tels que le groupe des points de
torsion de A est dense dans le translaté X+P .
Afin de voir comment ce théorème permet de démontrer le résultat annoncé,
on utilise deux résultats secondaires :
Proposition 3.2. Toute variété semiabélienne en caractéristique positive admet
un modèle de bonne réduction sur une extension finie d’un corps de la forme k((t))
avec k fini.
Lemme 3.3. La conjecture de Mordell-Lang en caractéristique positive (Théorème
2.6) est stable par extension de corps algébriquement clos.
Plus précisément, soit L/K est une extension de corps algébriquement clos
en caractéristique positive. Soient A une variété semiabélienne définie sur K, X
une sous-variété algébrique et Γ ⊂ A(F ) un sous-groupe de type fini. On note
C = StabA(X) et AL, XL, ΓL et CL les mêmes objets vus comme étant définis sur
L.
Alors StabAL(XL) = CL, et X/C ↪→ A/C est isotrivial à isogénie près si et
seulement si XL/CL ↪→ AL/CL est isotrivial à isogénie près.
La première proposition est un résultat de localisation : puisqu’une variété
semiabélienne est de type fini, elle est en particulier définie sur une extension de
type fini de Fp, donc sur un corps global. Cette proposition nous autorise alors
à passer à un corps local complet, en s’assurant la propriété de bonne réduction,
nécessaire pour le théorème. Ceci est une méthode classiquement utilisée pour
pouvoir profiter des propriétés des corps locaux, au détriment des propriétés de
finitude du corps de base. Nous verrons en particulier ce que cela implique sur les
espaces de jets que nous devrons définir dans la suite de la preuve.
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Le lemme qui la suit n’est pas une tautologie, mais ne reste qu’un résultat
technique qui se vérifie aisément à partir des définitions et de certaines propriétés
classiques des variétés semiabéliennes.
Supposons donc que le Théorème 3.1, la proposition et le lemme sont prouvés.
Le reste de la preuve réside dans le raisonnement suivant :
SoientK un corps algébriquement clos de caractéristique positive, A une variété
semiabélienne sur K, X une sous-variété et Γ ⊂ A(K) un sous-groupe de type fini
dont le groupe de division première à p, Divp(Γ), est dense dans X. On note
C = StabA(X). D’après le lemme, le résultat de la conjecture de Mordell-Lang
est indépendant du corps algébriquement clos où A est définie, donc, d’après la
proposition, on peut supposer que K est la clôture algébrique d’un corps K0,
extension finie d’un corps de la forme k((t)) pour k un corps fini. Quitte à prendre
une extension finie de K0, on peut supposer que A,X et Γ sont définis sur K0, car
ils ne sont définis que par un nombre fini de coefficients (on rappelle que Γ est de
type fini).
Alors, le théorème assure qu’il existe une extension L de K0 et un point P ∈




La conjecture de Manin-Mumford affirme alors que X+P
L
/CL ↪→ AL/CL est
isotriviale à isogénie près, mais ceci est clairement équivalent, par invariance par
translation et par le lemme, au fait que X/C ↪→ A/C est isotriviale à isogénie près.
Les résultats présentés ici montrent donc bien que la conjecture de Mordell-Lang
en caractéristique positive est une conséquence de celle de Manin-Mumford.
Le théorème 3.1 est démontré grâce aux espaces de jets et aux points hautement
p-divisibles. Un résultat fondamental (Theorem I.3.1) démontré par des méthodes
galoisiennes sur l’action du Frobenius sur ces points permet de les capturer dans un
sous-espace propre de X défini au moyen des espaces de jets si les points de torsion
ne sont pas denses, contredisant ainsi les hypothèses du théorème. La définition
précise de ces objets sera donnée dans la section suivante.
Intérêts et enjeux
Le résultat que nous démontrons ici n’a aucun intérêt en soi, puisque, les deux
conjectures ayant déjà été démontrées, l’implication de l’une vers l’autre est une
tautologie. Cependant, ceci reste un résultat nouveau par différents aspects.
Tout d’abord, ce théorème, associé à la démonstration de Pink et Rössler de
la conjecture de Manin-Mumford [48], donne la première démonstration purement
algébro-géométrique de la conjecture de Mordell-Lang (en caractéristique positive).
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En effet, la démonstration proposée par Hrushovski [31] utilise des résultats pro-
fonds de logique mathématique, en particulier en théorie des modèles en théorie
de la géométrie de Zariski. La preuve présentée ici est de ce fait une interprétation
de ces résultats en termes purement géométriques.
Un autre aspect novateur de cette preuve est l’utilisation des espaces de jets sur
une base complète. À la suite de Buium [12], Hrushovski [31] ou encore Pink et
Rössler [48], notre démonstration utilise les espaces de jets (que nous définirons de
façon formelle dans la section suivante), qui sont des ensembles algébriques associés
à une variété et qui donnent de l’information sur ses épaississements infinitésimaux,
et permettent dans le cas étudié de “capturer” les points spéciaux de variétés
abéliennes. Cependant, comme le Théorème 3.1 se situe sur un corps local complet,
les définitions usuelles, algébrique (telle celle de [55]) ou différentielle (telle celle
de [12]) ne conviennent pas et nous reconstruisons donc une théorie des espaces
de jets sur un corps complet. Cette construction pourrait alors être utilisée pour
étudier d’autres problèmes relatifs à ces notions.
Enfin, le fait que l’on puisse prouver directement cette implication entre les
deux énoncés sans supposer la véracité de ceux-ci laisse à penser que, en caracté-
ristique non nulle, la conjecture de Manin-Mumford est un résultat plus puissant
que la conjecture de Mordell-Lang, qui n’en est qu’une conséquence. Ceci est in-
téressant à remarquer car, ainsi que nous le verrons ultérieurement, la situation
semble s’inverser en caractéristique nulle où la conjecture de Manin-Mumford est
non seulement une conséquence directe de la conjecture de Mordell-Lang totale,
mais peut même être démontrée de façon élémentaire à partir de résultats certes
non-triviaux, mais relativement classiques (voir Lemme 4.3). Si l’on essaye d’ana-
lyser ce qui crée cette différence, il apparaît comme nous l’avons fait remarquer
précédemment qu’en caractéristique p, le morphisme de multiplication par p n’est
pas étale, ce qui rend l’ensemble des points de p∞-torsion difficilement contrôlables.
Inversement, travailler en caractéristique nulle ne permet pas d’utiliser des outils
tels que le morphisme de Frobenius ou les points indéfiniment p-divisibles qui nous
permettent d’arriver à nos fins en caractéristique p.
3.2 La conjecture de Tate-Voloch pour une variété sur un
corps p-adique
Présentation de la preuve
Dans la deuxième partie de cette thèse, nous donnons une nouvelle preuve d’un
cas particulier de la conjecture de Tate-Voloch :
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Théorème 3.4. Soient A une variété semiabélienne et X ↪→ A une sous-variété
définies sur Qp. Soit d une métrique associée à la topologie p-adique de A. Alors
il existe ε > 0 tel que
∀P ∈ A(Qp)tors, P ∈ X(Qp) ou d(P,X) > ε.
Contrairement à la conjecture de Manin-Mumford qui s’intéresse aux points de
torsion de X, on regarde ici les points de torsion dans un voisinage (p-adique) de la
sous-variété, et le théorème affirme que la sous-variété est “isolée” dans l’ensemble
des points de torsion. C’est donc un résultat purement topologique, et qui ne
dépend pas de la métrique choisie (seule la valeur de ε > 0 peut varier). Afin de
pouvoir faire des calculs sur cette topologie, il sera cependant plus aisé de travailler
avec une métrique, et il nous faudra donc les définir proprement et en étudier les
principales propriétés.
Le premier cas à étudier est celui d’une sous-variété de dimension 0, c’est-à-
dire un point, et la conjecture revient alors au fait que la topologie induite par la
topologie p-adique sur l’ensemble des points de torsion d’une variété semiabélienne
est discrète. Ceci est un résultat de Mattuck [36] que nous utiliserons à plusieurs
reprises.
A partir de là, les premières propriétés des distances étudiées nous permettent
de dire que la conjecture est aussi vérifiée si X est une sous-variété en groupes, et
il nous suffit donc de démontrer le résultat suivant :
Théorème 3.5. Sous les hypothèses de la conjecture de Tate-Voloch, si une suite
de points de torsion converge vers X, alors X est une sous-variété en groupes de
A.
L’analogie entre ce résultat et la conjecture de Manin-Mumford en caractéris-
tique 0 étant claire, il n’est pas surprenant de voir que l’élément principal de la
preuve est identique à celui de la preuve de cette conjecture, proposée par Pink
et Rössler [48]. Celui-ci se fonde sur des méthode galoisiennes : grâce aux équa-
tions algébriques que peuvent vérifier l’action de certains éléments du groupe de
Galois sur les points de torsion (dues principalement aux conjectures de Weil), on
peut construire explicitement dans une puissance finie B = Ad de A un espace
algébrique fermé Y ↪→ B et une isogénie M : B → B tels que
i) si pi : B → A est la première projection, pi∗(Y ) ⊂ X,
ii) de façon ensembliste, M(Y ) = Y ,
iii) si une suite de points de torsion Pn de A tend vers X, alors une suite de points
de torsion P ′n de B tend vers Y ,
iv) Y (K)tors est précisément l’image par la première injectionA ↪→ B deX(K)tors.
On peut alors utiliser le résultat fondamental suivant :
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Proposition 3.6. Soient Y ↪→ B un sous-espace algébrique fermé d’une variété
semiabélienne sur un corps de caractéristique 0, et M : B → B une isogénie. Si,
de façon ensembliste, M(Y ) = Y , alors Y est une union finie de translatés de
sous-variétés en groupes, c’est-à-dire que ses composantes irréductibles sont des
translatés de sous-variétés semiabéliennes de B.
Ce résultat permet alors de conclure sur la forme de Y , et la construction de Y à
partir deX nous permet de conclure sur la forme deX. C’est donc cette proposition
qui est au cœur de la démonstration des deux conjectures en jeu ici, bien qu’elle
ne soit pas un résultat fondamentalement compliqué. Nous en donnerons en effet
une preuve quasi-élémentaire dans la section suivante, et il en existe une autre
utilisant les classes de cohomologie de cycles [56, Proposition 1].
Cependant, certains détails de la preuve de la conjecture de Tate-Voloch né-
cessitent une attention plus particulière.
Le premier écueil est que la descente de l’information de l’espace algébrique Y
à la variété X est beaucoup moins évidente dans le cas de la conjecture de Tate-
Voloch que dans le cas de la conjecture de Manin-Mumford, parce que les points de
torsion considérés ne sont pas dans Y . Pour pallier ce problème, on travaille dans
une extensionD de Qp, définie au moyen d’ultrafiltres telle qu’un point P ′∗ ∈ B(D)
correspond à une suite de points de (P ′n) ∈ B(Qp) avec la propriété fondamentale
suivante :
P ′∗ ∈ Y (D)⇔ d(P ′n, Y ) −→
U
0.
Ici, la convergence indicée par l’ultrafiltre U (qui sera expliquée à la section
suivante) est à comprendre comme une convergence simple (au moins pour une
sous-suite de P ′n). On obtient alors à partir d’une suite de points à l’extérieur de Y
(mais convergeant vers Y ) un point bien défini dans Y (D), et on retrouve alors le
cas de figure de la conjecture de Manin-Mumford. Il ne restera plus qu’à en déduire
les informations correspondantes sur P ∗ ∈ X(D), puis ce qu’elles signifient pour
Pn ∈ A(Qp). Ici encore, il nous faudra utiliser des méthodes galoisiennes pour
déterminer l’action du groupe de Galois Gal(Qp/Qp) sur le corps D.
Cette utilisation d’un ultracorps semble peut-être inopinée, mais elle garde une
certaine logique, puisque, d’après la propriété fondamentale, elle permet de ne gar-
der que l’information topologique sans se soucier de la métrique spécifique choisie.
Elle a donc tout à fait sa place dans la démonstration d’un résultat topologique
tel que la conjecture de Tate-Voloch.
Cette approche nécessite cependant de vérifier qu’on peut choisir une distance
sur la variété ambiente qui assure que la suite de points, ou au moins une de ses
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sous-suites, soit bornée (à cause de la construction de l’ultracorps, précisée dans
la section suivante). Ceci est assuré par le choix d’un plongement dans la variété
projective PN pour un N ≥ 0, ce qui correspond au choix d’un fibré ample sur la
variété semiabélienne (qui est en particulier quasi-projective) ou, d’un autre point
de vue, au choix d’une variété “à l’infini” qui correspond au complémentaire de la
variété dans une complétion.
Un autre problème est que les équations algébriques de l’action de Galois que
nous avons mentionnées n’existent pas toujours, notamment lorsque le point de
torsion P ∈ A(Qp)tors se décompose en un point de torsion première à p et un point
de p∞-torsion ramifiée. C’est le même problème que rencontre Scanlon dans sa
preuve du même résultat [60], problème qu’il résout en utilisant la théorie de Hodge
p-adique. Nous proposons ici de présenter une autre façon de résoudre ce problème,
en utilisant un résultat combinatoire, dont la preuve est assez élémentaire, dû à
Boxall :
Lemme 3.7 (Boxall). Soient K un corps de caractéristique 0, et A une variété
semiabélienne sur K telle que la p-torsion soit définie sur K, c’est-à-dire A[p] ⊂
A(K) (ici, A[p] dénote le groupe des points de torsion d’ordre p). Si p = 2, on
suppose que A[4] ⊂ A(K).
Alors, pour tout point de p∞-torsion Q ∈ A(K)p−tors tel que Q /∈ A(K),
∃ σ ∈ Gal(K/K), x ∈ A[p] \ {0}, (σ − 1)(Q) = x.
Comme les distances p-adiques sur A sont Galois-invariantes, on a d(Q,X) =
d(Q,X−x), donc d(Q,X) = d(Q,X∩X−x) (par l’inégalité ultramétrique de d). Si x
n’est pas un élément du stabilisateur de X, un point Q trop proche de X sera donc
nécessairement trop proche d’une sous-variété de dimension strictement inférieure,
à savoir une composante irréductible de X ∩ X−x. Par un raisonnement inductif
sur la dimension de X, on peut en déduire l’impossibilité de cette proximité.
Intérêts et enjeux
Bien que ce résultat ait déjà été démontré par Scanlon [60], cette nouvelle
preuve apporte plusieurs nouveautés qui en donnent tout l’intérêt.
Comme les méthodes utilisées ici sont fortement semblables à celles de la preuve
de la conjecture de Manin-Mumford par Pink et Rössler, elles-mêmes inspirées des
méthodes de théorie des modèles de Hrushovski et de Scanlon, on peut se permettre
de dire que cette preuve est une simplification de celle de Scanlon, puisqu’elle porte
les mêmes idées mais sans utiliser les résultats de logique sous-jacents. C’est donc
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aussi la première preuve purement algébro-géométrique de ce cas de la conjecture
de Tate-Voloch.
Par ailleurs, l’utilisation du lemme de Boxall pour traiter la p∞-torsion ramifiée
est clairement une méthode plus élémentaire que l’utilisation du résultat de Sen
en théorie de Hodge p-adique employé par Scanlon, et ceci laisse à penser qu’il
pourrait être intéressant de s’en servir pour démontrer d’autres résultats où la
ramification du morphisme de multiplication par p peut poser problème, comme
en témoigne le résultat obtenu par Rössler dans [56].
Enfin, l’utilisation d’ultracorps pour étudier la topologie p-adique sans avoir à
traiter d’une métrique particulière, ce qui évite notamment la nécessité de prendre
un modèle entier de la variété semiabélienne, nous semble intéressante pour dé-
montrer d’autres résultats liant géométrie algébrique et topologie p-adique, par
exemple pour démontrer des cas plus généraux de la conjecture de Tate-Voloch.
Présentons maintenant un peu plus en détail les principaux objets dont nous
avons parlé jusqu’ici afin de mieux comprendre comment ils nous permettrons de
démontrer les résultats recherchés.
4 Outils employés
4.1 Espaces de jets et points indéfiniment p-divisibles
Dans cette section, nous supposons que le lecteur est familier de la théorie des
schémas, telle que présentée dans [29], afin de pouvoir définir les espaces de jets
dans un cadre général. Nous verrons cependant que ces espaces représentent des
objets compréhensibles par la géométrie algébrique classique.
Espaces de jets à base de type fini
Nous définissons dans un premier temps les espaces de jets d’un schéma relatif
X → S, où S est un schéma de type fini.
Soient k un corps algébriquement clos et S un schéma séparé de type fini sur
k. Alors l’immersion diagonale S → S ×k S est fermée et définie par un faisceau
d’idéaux I sur S. Pour n ≥ 0, on note S(n) le sous-schéma fermé de S×kS défini par
le faisceau d’idéaux In+1. Celui-ci est muni de deux morphismes pi1, pi2 : S(n) ⇒ S
via l’immersion S(n) ↪→ S ×k S.
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Ainsi, S(0) = S, et les S(n) sont des épaississements infinitésimaux de S, que
l’on considère comme des S-schémas via la première projection pi1. On peut alors
voir que S(n) est plat et fini sur S, ce qui assure l’existence de la restriction de
Weil de S(n) à S.
On rappelle que la restriction de Weil, notée RS(n)/S, est le foncteur “restriction
des scalaires” de la catégorie des S(n)-schémas à la catégorie des S-schémas, c’est-
à-dire que pour un S-schéma T et un S(n)-schéma Y ,
HomS(T,RS(n)/S(Y )) = HomS(n)(Y, T ×
S
S(n)).
Ceci permet de définir les espaces de jets d’un schéma X → S :
Définition 4.1. Soient X un S-schéma et n un entier positif. On appelle n-ième




Informellement, on tire en arrière le morphisme X → S le long de la deuxième
projection : pi∗2(X) → S(n), puis on fait une restriction de scalaire le long de la
première projection pour obtenir le morphisme Jn(X/S) → S. Ces schémas sont
munis de morphismes naturels Λm,n : Jm(X/S)→ Jn(X/S) pour m ≥ n.
Observons ce que donne cette construction sur la fibre au-dessus d’un point
fermé s ∈ S :




2(X)) = HomS(n)(sn, Xsn) = X(sn).
Ici, sn est l’épaississement infinitésimal d’ordre n de s ↪→ S. Ce raisonnement
signifie que l’ensemble des points de la fibre de l’espace de jets au-dessus de s
correspond de façon canonique à l’ensemble des sections dans X du prolongement
infinitésimal d’ordre n de s. En particulier, l’espace de jets d’ordre 1 code d’une
certaine façon à la fois le schéma X et son fibré tangent, et les espaces de jets
d’ordre supérieurs donnent des informations équivalentes pour des épaississements
infinitésimaux supérieurs.
Ceci se traduit de façon plus formelle en la proposition suivante :
Proposition 4.1. Le morphisme Λn,n−1 : Jn(X/S)→ Jn−1(X/S) fait de Jn(X/S)
un Jn−1(X/S)-torseur sous un fibré vectoriel F sur Jn−1(X/S).
Espaces de jets des variétés semiabéliennes
Regardons à présent comment fonctionnent les espaces de jets de variétés se-
miabéliennes (ou, plus généralement, de schémas en groupes commutatifs).
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Si A → S est un schéma en groupes commutatifs, et X → S un sous-schéma
fermé irréductible, on remarque différentes propriétés :
– Les espaces de jets Jn(A/S) sont encore des S-schémas en groupes commu-
tatifs et les morphismes Λm,n sont des homomorphismes,
– on a une immersion fermée naturelle Jn(X/S) ↪→ Jn(A/S),
– en caractéristique p > 0, le morphisme de multiplication par pi dans Jn(A/S)
se factorise par Λn,n−i, et en particulier, il existe un morphisme “pn”: A =
J0(A/S)→ Jn(A/S) tel que “pn”◦Λn,0 = [pn]Jn(A/S), et Λn,0◦“pn”= [pn]A.
Ces propriétés permettent de définir des espaces critiques dans les espaces de
jets pour l’immersion X ↪→ A :
Critn(X/S) = Jn(X/S) ∩ pnJn(A/S) ⊂ Jn(A/S).
D’après l’existence de “pn”, et dans le cas où A est une variété semiabélienne,
la restriction des morphismes Λm,n aux espaces critiques est finie. Ceci permet
notamment de définir proprement leur image dansX, qui est une suite décroissante
de sous-schémas. Cette suite décroissante a une limite par nœtherianité, et on note
Exc∞(X/S) cette limite.
Observons un instant à quoi correspondent les points des espaces critiques dans
une fibre au-dessus d’un point fermé s ∈ S :
Critns (X/S)(k) = Jn(X/S)s(k) ∩ pnJn(A/S)s(k) = X(sn) ∩ pnA(sn).
Ainsi, un point géométrique de l’espace critique d’ordre n correspond à une
section de sn dans X qui est divisible par pn dans A(sn). Conséquemment, un
point géométrique x ∈ Exc∞(X/S)s(k) possède une pré-image dans chacun des
espaces critiques. Si on note sˆ le complété de s dans S, on peut alors en déduire
qu’il existe une sˆ-section xˆ ∈ X(sˆ) qui est indéfiniment p-divisible, c’est-à-dire
∀n ∈ N, ∃yˆn ∈ A(sˆ), [pn]yˆn = xˆ.
On voit donc que si l’on pouvait utiliser cette construction pour S = sˆ, on
pourrait obtenir un S-schéma Exc∞(X/S) dont les points géométriques de la fibre
spéciale sont précisément ceux qui se relèvent en S-sections de X indéfiniment
p-divisibles dans A. Cependant, la définition que nous avons faite des espaces de
jets nécessite un schéma S de type fini sur k, ce qui n’est pas le cas de sˆ, et il nous
faut donc modifier cette définition pour parvenir à nos fins.
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Espaces de jets à base complète
On suppose donc dans cette section que le schéma S est le complété d’un schéma
local de type fini S0 sur k. On souhaite reconstruire des épaississements infinitési-
maux de S plats et finis sur S afin de pouvoir appliquer la même construction que
précédemment.
Pour ce faire, on considère le morphisme de schémas locaux S0 → S0 ×k S0,
que l’on complète pour obtenir une immersion fermée
S ↪→ Ŝ0 ×
k
S0.
Cette immersion définit un faisceau d’idéaux I sur S et on définit les S(n)
comme précédemment.
Alors, dans le cas où S0 est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps K,
extension finie du corps Fp((t)), on peut montrer que les S(n) sont effectivement
plats et finis sur S, et que tout le reste du raisonnement fait ci-dessus s’adapte
parfaitement à cette situation.
Regardons maintenant pourquoi il est si intéressant de capturer ces points
indéfiniment p-divisibles de X(S) dans un sous-schéma :
En choisissant un modèle où les points du groupe de type fini Γ ⊂ A(K)
sont dans A(S), on peut montrer sous l’hypothèse que X n’est pas de torsion
que l’adhérence de Γ dans X est recouverte par un nombre fini de sous-schémas
de dimension strictement inférieure, montrant ainsi la contraposée du théorème
principal.
Ce recouvrement s’obtient en utilisant le fait que le schéma Exc∞(Y/S) corres-
pond à un Excn(Y/S) pour un n fixé, que l’on peut prouver comme étant uniforme
lorsque Y parcourt la famille des translatés de la sous-variété X par des points
Q ∈ A(S). Les points de Q+pn ·Γ sont alors capturés par Exc∞(X−Q/S)+Q. Si ces
derniers sont de dimension plus petite que X, et comme pnΓ est d’indice fini dans
Γ, ceci permet de donner le recouvrement annoncé, quand Q parcourt un ensemble
(fini) de représentants de Γ/ (pn · Γ).
Il nous reste donc à montrer que le sous-schéma exceptionnel Exc∞(X/S) est
bien de dimension inférieure dès que X n’est pas de torsion. C’est ce que nous
permettent d’affirmer les équations galoisiennes vérifiées par les points indéfiniment
p-divisible que nous allons maintenant observer.
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4.2 Différentes équations de Galois satisfaites par certains
points de variétés semiabéliennes
Équations non-cyclotomiques
Le théorème principal que nous utiliserons sur l’action de Galois sur les points
d’une variété semiabélienne est le suivant :
Théorème 4.2 (Pink-Rossler). Soient A une variété semiabélienne et X une sous-
variété fermée définies sur un corps K. Soient τ ∈ Gal(K/K) et F ∈ Z[T ] un
polynôme unitaire sans facteur cyclotomique ; on note Σ = {x ∈ A(K), F (τ)(x) =
0}. On note C la composante neutre du stabilisateur de XK dans AK. Si Σ∩X(K)
est dense dans X, alors
– si K est de caractéristique 0, X est un translaté de C,
– si K est de caractéristique p > 0, X/C ↪→ A/C est isotriviale à isogénie
près.
Ce théorème, qui est le centre de la preuve de la conjecture de Manin-Mumford
par Pink et Rössler, montre l’importance de l’action du groupe de Galois sur
les points de la sous-variété X. La condition sur les facteurs cyclotomiques du
polynôme P est essentielle, et est équivalente à dire que P (z) 6= 0 pour z ∈ C de
module 1.
Démonstration. La preuve de ce résultat est de Pink et Rössler [48] et a été clarifiée
par Œsterlé pour le cas de la caractéristique 0 dans une lettre de ce dernier à
Rössler [43], que nous retranscrivons ici afin d’en montrer la relative simplicité.
Nous reprenons ici plus en détails la construction évoquée dans la présentation
de la preuve de la conjecture de Tate-Voloch, dans la section précédente.
Notons F ∈ Z[T ] de la forme
F (T ) = T d − ad−1T d−1 − · · · − a0,
et considérons la matrice compagnon de F ,
M =

0 1 0 0
... 0 . . . ...
0 · · · · · · 1
a0 a1 · · · ad−1

comme un endomorphisme de la variété semiabélienne B = Ad. Alors, en consi-
dérant l’application u : A → Ad telle que u(P ) = (P, τ(P ), . . . , τ d−1(P )), on a,
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M(u(P )) = (τ(P ), . . . , τ d−1(P ), τ d(P )− F (τ)(P )), donc pour P ∈ Σ, M(u(P )) =
u(τ(P )) = τ(u(P )). Notons Y l’adhérence de Zariski dans B de ces points, soit
Y = Zar
(
{u(P ) ∈ B(K), P ∈ Σ ∩X(K)}
)
⊂ B.
Alors Y = M(Y ).
On utilise alors le lemme suivant :
Lemme 4.3. Si M ∈ EndB est une isogénie, et pour tout r ≥ 0, M r−1 est aussi
une isogénie, alors M(Y ) = Y implique que Y est une union finie de translatés de
sous-variétés semiabéliennes.
Démonstration. Comme M est une isogénie, une de ses puissances stabilise né-
cessairement chacune des composantes irréductibles de Y , donc on peut supposer
que Y est une sous-variété. Si son stabilisateur C est non-trivial, il suffit de trai-
ter le cas quotient Y/C ↪→ B/C avec l’isogénie induite par M qui conserve les
hypothèses du lemme, donc on peut supposer que StabB(Y ) = 0.
Dans ce cas, le morphisme induit MY : Y → Y est nécessairement birationnel :
il est clairement surjectif, et la pré-image des points ayant plusieurs antécédents
est inclus dans ⋃
a∈KerM
Y ∩ Y +a,
qui est de dimension strictement inférieure à celle de Y , puisque son stabilisateur
est trivial.
De plus, Y est de type général (car de stabilisateur trivial) par un résultat
d’Ueno [72], donc son groupe d’automorphismes birationnels est fini par un résultat
de Matsumura [35], d’où MmY = 1 pour un certain m > 0. Comme Mm− 1 est une
isogénie, Y ⊂ KerMm − 1 doit être réduit à un point.
Fin de la preuve du théorème.
Comme on peut supposer a0 6= 0, M est une isogénie de B ; la condition sur les
facteurs cyclotomiques implique en outre que M r − 1 est encore une isogénie pour
r ≥ 0, et on peut donc appliquer le lemme. De plus, comme Σ est dense dans X,
l’endomorphisme donné par la première projection B → A envoie Y sur X donc
le résultat est bien démontré.
Au vu de ce théorème, il nous faut chercher un ensemble de points dense dansX
qui vérifient tous la même équation algébrique pour un certain élément du groupe
de Galois. Le résultat le plus classique en ce sens est la conjecture de Weil pour
les variétés semiabéliennes :
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Théorème 4.4 (conjecture de Weil). Soient A une variété semiabélienne définie
sur un corps fini Fq et Frob l’automorphisme de Frobenius qui engendre topologi-
quement le groupe Gal(F q/Fq). Alors, il existe un polynôme P ∈ Z[T ] tel que, pour
tout x ∈ A(Fq),
P (Frob)(x) = 0.
De plus, les racines complexes de P sont de module q ou √q.
Pour pouvoir utiliser ce résultat, sur les variétés semiabéliennes sur un corps
fini, aux cas qui nous intéressent, il nous faut parvenir à relever effectuer un relè-
vement Galois-équivariant de points :
Supposons connus une variété semiabélienne A sur un corps local K de corps
résiduel k fini, et sa variété réduite A˜ sur k, que l’on suppose aussi semiabélienne.
Alors A˜ vérifie les hypothèses de la conjecture de Weil, et il nous faut chercher à
relever ses points en des points entiers de A de manière équivariante, pour avoir
l’équation correspondante sur des points de A.
C’est précisément ce que nous permettent de faire les points indéfiniment p-
divisibles définis précédemment : nous avons vu que, dans le cas complet, les points
géométriques de Exc∞(X/S)s se relèvent en des points indéfiniment p-divisibles de
X(S) et, ce relèvement étant donné par les morphismes “pn”, il est assez aisé de
voir qu’il est équivariant.
De même, dans le cadre de la conjecture de Manin-Mumford ou de celle de
Tate-Voloch, on peut voir que les points de torsion de la fibre spéciale se relèvent
(à multiplication par un entier près) de façon Galois-équivariante en des points de
torsion de la fibre générique.
Points de torsion ramifiés
Cependant, cette étude nécessite l’existence de la variété semiabélienne réduite
A˜, et en particulier dans le cas de corps p-adique, cela empêche de prendre en
compte les points de torsion ramifiés P ∈ A(Qp) \A(Qnrp ). Il existe cependant des
équations de Galois satisfaites par certains de ces points :
Proposition 4.5. Soit A une variété semiabélienne définie sur une extension finie
K de Qp. Soit σ ∈ Gal(K/Knr). Alors pour tout point P ∈ A(K)p′−tors,
(s− 1)3(P ) = 0.
En particulier, P ∈ A(Ktame), où Ktame est l’extension maximale modérément
ramifiée de K.
Ce résultat est l’analogue d’une proposition sur les points de torsion première
à p dans les variétés abéliennes [1, Prop. 5.8] et de sa conséquence [5, Lemma A.1].
26
En manipulant la preuve du Lemme 4.3 pour pouvoir considérer des polynômes
ayant un facteur cyclotomique (comme c’est clairement le cas ici), on arrivera à se
réduire au cas des points non-ramifiés. Ceci nécessite néanmoins l’utilisation des
ultracorps que nous allons définir à présent.
4.3 Ultracorps de Qp et action de Galois
Ultracorps de distance
Dans cette partie, nous considérons un ultrafiltre non-principal U sur N. On
rappelle que celui-ci nous permet de construire, pour un corpsK donné, l’ultrapuis-
sance KN/U comme un surcorps de K. Nous allons considérer un autre ultracorps
de K comme annoncé dans la présentation de la preuve de la conjecture de Tate-
Voloch, qui permet de traduire le fait qu’une suite de points converge vers une
sous-variété.
Definition 4.2. Soit K un corps valué, de norme associée |·|. Soient R l’anneau
des suites bornées dans K, et pour ε > 0,
Iε = {(an) ∈ R|{n : |an| ≤ ε} ∈ U} .





De la définition des ultrafiltres et des Iε, il est clair que I =
⋂
ε>0 Iε est bien
un idéal maximal de R. Par ailleurs, les points de torsions étant bornés dans une
variété quasi-projective, une suite de points de torsion dans une variété semiabé-
lienne (Pn) ∈ A(K)tors définit un point P ∗ ∈ A(DU(K)) et, pour une sous-variété
X de A, on a l’équivalence
P ∗ ∈ X(DU(K))⇔ d(Pn, X) −→
U
0.
La convergence indicée par U signifie “Il existe un élément I de U (donc une
partie infinie de N) tel que la sous-suite (Pi)i∈I converge vers X”. Cette restriction
à une sous-suite n’aura bien sûr pas d’importance puisque nous avons vu que
notre raisonnement permettait l’extraction d’une sous-suite sans conséquence sur
le résultat.
Cet ultracorps nous permet de modifier le lemme 4.3 pour obtenir
Proposition 4.6. Soient F ∈ Z[T ] un polynôme unitaire et X une sous-variété
de stabilisateur trivial d’une variété semiabélienne A définies sur un corps K. Soit
L une extension galoisienne de K.
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Il existe un entier N ∈ N tel que pour tout σ ∈ Gal(L/K) et toute suite
(Pn) ∈ A(L) convergeant vers X, si
∀ n ∈ N, F (σ)(Pn) = 0,
alors le point associé P ∗ ∈ X(DU(L) vérifie (σN − 1)(P ∗) = 0 ou la suite admet
une sous-suite convergeant vers une sous-variété propre de X.
C’est cette proposition qui nous permettra d’utiliser des équations de Galois
ayant des facteurs cyclotomiques, comme dans la Proposition 4.5. Il nous faut en-
suite étudier l’action de Galois pour pouvoir se ramener au cas non-ramifié. Notons
cependant que le théorème de Mattuck nous assure que les points de torsions sont
dans A(K)tors, et donc qu’une suite de points de torsion Pn ∈ A(L) définit aussi un
point dans l’ultrapuissance A(LN/U). Ceci nous incite à étudier l’action de Galois
sur celle-ci.
Action de Galois sur l’ultrapuissance
Si L/K est une extension galoisienne de corps, le groupe de Galois G =
Gal(L/K) agit naturellement sur LN/U de façon diagonale. Il est clair que KN/U





, c’est-à-dire précisément le corps fixé par G.
Proposition 4.7. Soit L/K une extension galoisienne, de groupe de Galois G




Démonstration. On procède par récurrence sur le nombre de générateurs topolo-
giques de G. Si G = 0, le résultat est trivial. Soit g ∈ G un des n générateurs de














, qui correspond à une suite (xn) ∈ L. Mais g(x∗) = x∗
signifie que {n : g(xn) = xn} ∈ U, donc que {n : xn ∈ K} ∈ U, c’est-à-dire
x∗ ∈ KN/U.
Ce résultat sera utile pour permettre de se ramener du cas modérément ramifié
au cas non-ramifié, puisqu’on sait que le groupe Gal(Ktame/Knr) est topologique-
ment de type fini, si K est une extension finie de Qp.
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5 Conclusion
Nous avons donc présenté les principaux résultats de cette thèse, ainsi qu’une
idée de la façon dont ces résultats vont être à présent démontrés. Pour ce faire,
nous avons introduits les outils nécessaires à cette démonstration, en essayant de
faire comprendre au lecteur en quoi ces outils sont ici pertinents, et comment ils
peuvent être utilisés. Nous espérons que ces méthodes permettront de démontrer
des résultats nouveaux dans leur domaine, pour ainsi valider leur intérêt. Plusieurs
pistes semblent intéressantes à explorer.
Effectivité de la conjecture de Mordell-Lang L’utilisation des espaces de
jets devrait permettre de démontrer un résultat d’effectivité de la conjecture de
Mordell-Lang, au moins pour le cas des variétés abéliennes, que nous proposons
d’édifier en conjecture :
Conjecture 5.1 (Mordell-Lang effective). Soient A une variété abélienne sur un
corps algébriquement clos K de caractéristique p > 0 (resp. de caractéristique 0),
L un fibré ample sur A et Γ ⊂ A(K) un sous-groupe de rang fini sur Z(p) (resp.
sur Q). Alors pour tout polynôme χ ∈ Q[T ], il existe une constante N > 0 telle
que pour toute sous-variété X ↪→ A de polynôme de Hilbert χ, l’adhérence Y de





où Bi/ StabA(Bi) est isotrivial à isogénie près (resp. est réduit à un point).
Cette conjecture est démontrée dans le cas des courbes en caractéristique 0
par Buium [13] sous certaines conditions (en particulier, X ne doit pas être iso-
triviale sur Q), et en caractéristique non nulle par Buium et Voloch [14] dans le
cas des courbes non-isotriviales. Dans les deux cas, l’entier N est donné explici-
tement, et ne dépend que de χ et du rang de Γ (ainsi que de la taille de Γ/pnΓ
en caractéristique p). Ces résultats justifient le fait que cette conjecture doit être
vraie.
Pour démontrer un résultat allant dans ce sens par les méthodes citées dans
ce chapitre, il faut cependant arriver à déterminer (de façon effective) un rang n
tel que Critn(X/S) → Exc∞(X/S) est surjectif, ce qui ne semble pas évident au
premier abord.
Cas particuliers de la conjecture de Bombieri-Lang Une adaptation de
cette construction pourrait aussi être utilisée pour tenter de résoudre certains
cas de la conjecture de Bombieri-Lang. En particulier, si la variété étudiée est
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lisse et de fibré cotangent ample (ou plus généralement de pentes de la filtration
d’Harder-Narasimhan strictement positives), alors on peut montrer qu’elle est de
type général, et l’on peut tenter de montrer que l’ensemble de ses points rationnels
sur un corps de nombre n’est pas dense. Il semble concevable de construire de
façon analogue aux espaces critiques définis ici des espaces permettant de capturer
ces points rationnels dans un sous-espace fermé de la variété (travail en cours de
Rössler et Gillet).
Conjecture de Tate-Voloch La conjecture de Tate-Voloch dans son cadre le
plus général pourrait être étudiée au moyen des ultracorps de distance comme
caractéristation de la convergence d’une suite vers une sous-variété. Cependant,
dès lors qu’on quitte les variétés algébriques sur Qp, les actions de Galois sont bien
moins connues et ne permettent pas une étude telle que celle faite ici. On peut
cependant espérer au moins généraliser le résultat obtenu ici au cas démontrer par
Scanlon, à savoir le cas où la variété semiabélienne A est définie sur Qp, mais pas
nécessairement sa sous-variété X.
Conjecture de Tate-Voloch généralisée Le fait qu’une suite de points de
torsion soit bornée dans une variété semiabélienne permet de généraliser la conjec-
ture de Tate-Voloch aux compactifiés de variété semiabélienne. Il pourrait donc
être intéressant de chercher à la généraliser à d’autres variétés n’ayant pas néces-
sairement une structure de groupe. Cependant, enlever cette structure enlève aussi
la caractérisation des points spéciaux que sont les points de torsion dans ce cadre.
Avant de pouvoir énoncer et éventuellement démontrer une généralisation de ce
type, il faudrait d’abord pouvoir déterminer quel(s) type de points spéciaux pour-
raient satisfaire un tel résultat. On remarquera, comme il est fait dans le deuxième
chapitre de cette thèse (Remark 2.2), que les points rationnels sur un corps de
nombre, ou plus généralement les points d’un groupe de type fini ne satisfont pas
l’énoncé, déjà dans le cas du groupe multiplicatif. On peut voir cette généralisation
comme une “conjecture de Bombieri-Lang dans le cadre de Tate-Voloch”.
Conjecture de Tate-Voloch en caractéristique p > 0 Bien que la conjecture
de Tate-Voloch ait été énoncée dans le cas de variétés p-adiques, il est tout à fait
légitime de se poser la question d’une conjecture semblable pour un corps de base
K de caractéristique p > 0 muni d’une valuation, par exemple le corps des séries
formelles à coefficients dans un corps fini Fq((t)). Les méthodes galoisiennes utili-
sées ici semblent alors encore appliquables (pour peu que l’on ait une connaissance
suffisante du groupe de Galois absolu de K) mais, en première approche, deux
problèmes principaux se rajoutent : d’une part, la preuve du théorème de Mattuck
n’est pas valable dans ce contexte, à cause de la structure des groupes formels
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en caractéristique p, et d’autre part des questions d’inséparabilité apparaissent
naturellement.
Analogues dans les modules de Drinfeld Au vu de l’analogie forte que l’on
peut constater entre variétés abéliennes et (produits de) modules de Drinfeld, il
n’est pas à exclure que les méthodes utilisées ici puissent permettre de démontrer
des résultats semblables dans ce cadre. On peut par exemple espérer démontrer
ainsi la conjecture de Mordell-Lang-Dennis évoqué précédemment.
En définitive, les méthodes explicitées ici dans le cadre de la démonstration
de deux résultats particuliers, ouvrent le champ à de nombreuses possibilités de
recherche et nous espérons qu’elles inspireront au lecteur intéressé les moyens de








We prove that the Manin-Mumford conjecture implies the Mordell-
Lang conjecture in the situation where the ambient semi-abelian variety
is defined over a field of positive characteristic, using integral models
of semi-abelian varieties over a ring of formal power series, and the
machinery of jet schemes.
Résumé :
Nous prouvons que la conjecture de Manin-Mumford implique la
conjecture de Mordell-Lang dans le cas où la variété ambiante est une
variété semiabélienne définie sur un corps de cractéristique p > 0, en
utilisant des modèles entiers de variétés semiabéliennes sur un anneau




The aim of this article is to prove that, in positive characteristic, the Manin-
Mumford conjecture implies the Mordell-Lang conjecture. To prove this, we will
follow the idea of Rössler in [55], which is itself based on the work of Hrushovski
[31], Buium [12] and many others. More precisely, we will extend the result of [55],
which is restricted to abelian varieties over fields of transcendence dimension 1 and
finitely generated subgroups. However this paper will contain the whole proof of
the result announced, and it is not required of the reader to have previously read
[55]. Note that the present paper, together with (for instance) Rössler and Pink’s
proof of the Manin-Mumford conjecture [48], gives the first proof of the Mordell-
Lang conjecture which is completly algebro-geometric, since previous proofs as
Hrushovski’s [31] used some deep results in model theory.
Let A be a group variety over a field F . We say that it is a semi-abelian variety
if it fits in an exact sequence of group varieties (which we call a presentation of
the semi-abelian variety)
0→ T → A→ A0 → 0
where A0 is an abelian variety and T is a torus, ie a group scheme over F such
that T ⊗F F ' Gdm,F , for some d ≥ 0. Here, Gm,F is the multiplicative group of F .
Suppose from now on that F is algebraically closed. If we have an irreducible
closed subvariety X ↪→ A, we can define its translation stabilizer Stab(X) as the
closed subgroup variety of A whose points stabilize X in A (see [67, Exp. VIII, 6]
for a proper definition of this as a variety). We call C = Stab(X)red.
Definition 0.1. If F is of positive characteristic, We say that X ↪→ A is a linear
subvariety if we have the following data :
– a semi-abelian variety B over F ;
– a homomorphism with finite kernel h : B → A/C ;
– a model B of B over a finite field Fq ⊂ F ;
– an irreducible closed subscheme X of B ;
– a point a ∈ (A/C)(F ), such that X/C = a+ h∗(X×Fq F ).
Moreover, if a ∈ (A/C)(F ) is a torsion point, we say that X is a torsion
subvariety.
If X ↪→ A is a closed subscheme which is not irreducible, we say it is linear
(resp. torsion) if all its irreducible components are.
Remark 1.1. If for any semi-abelian variety B over a finite field there is no non-
trivial isogeny B → A/C, to say that X is linear means that it is the translate of
a subgroup variety of A.
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If A is a semi-abelian variety over an algebraically closed field F , we write
Tor(A(F )) for the group of torsion points, and if Γ ⊂ A(F ) is a subgroup, we
define its prime-to-p divisor group Γ′ = Divp(Γ)
Divp(Γ) := {x ∈ A(F )| ∃m ∈ N, p - m and [m]Ax ∈ Γ}.
If X is a subvariety, and Q ∈ A(F ), we write X+Q for the translated subvariety.
More generally, if A → S is a group S-scheme, X → S a subscheme and Q ∈ A(S),
the schematic image of X by translation by Q is another S-subscheme of A which
we note X+Q.
Here are the statements of the Manin-Mumford and Mordell-Lang conjectures
in positive characteristic :
Theorem 0.2 (Manin-Mumford conjecture [Scanlon, 2001 [61], Rössler-Pink, 2004
[48]]). Let A be a semi-abelian variety over an algebraically closed field F of cha-
racteristic p > 0, X be an irreducible reduced closed subscheme of A.
If X ∩ Tor(A(F )) is dense in X, then X is torsion.
Theorem 0.3 (Mordell-Lang conjecture [Hrushovski, 1996 [31]]). Let A and X be
as in Theorem 0.2, and Γ ⊂ A(F ) be a finitely generated subgroup.
If X ∩ Γ′ is dense in X, then X is linear.
Note. Those two theorems stated in this form have been proved quite recently,
but work on the matter both in positive and 0 characteristics have been developed
since the statement of the Mordell conjecture in 1922. For instance, McQuillan [38]
proved the "full Mordell-Lang conjecture" in characteristic 0 (see [37] for a good
survey of all this).
The main result of the present article is the following :
Theorem 0.4. Let A be a semi-abelian variety over a field L which is a finite
extension of k((t)) for some finite field k. Let X be a subvariety and Γ ⊂ A(L) a
finitely generated subgroup.
Suppose that for any field extension L/L′ and any point Q ∈ AL′(L′), the set
X+QL′ ∩Tor(AL′(L′)) is not Zariski dense in X+QL′ . Then X ∩ Γ′ is not dense in X.
In the first section, we will see how to pull-back any semi-abelian variety to one
over such a field L. Let us see first how we can induce Theorem 0.3 from Theorem
0.2 using Theorem 3.4. We will use many times the following lemma, which is an
invariance property of the Mordell-Lang conjecture :
Lemma 0.5. Let F ′/F be an extension of algebraically closed fields. Theorem 0.3
holds for given A,X,Γ′ if and only if it holds for AF ′ , XF ′ ,Γ′F ′ ⊂ AF ′(F ′).
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Proof. See [55, Lemma 3.4].
So if we have the hypothesis for Theorem 0.3 for given F,A,X,Γ, we also have
it for the pull-back of this data over L, then Theorem 3.4 implies that we can
apply Theorem 0.2 for some L′, AL′ , X+QL′ , and therefore also for the pull-back of
this data to L′, so by Theorem 0.2, X+Q
L′ is torsion, hence linear in AL′ , which
is equivalent by the invariance lemma to XL linear in AL. Using the invariance
lemma once again allows us to have the same result over F , therefore Theorem 0.2
implies Theorem 0.3.
We will first use fields of formal power series to reduce the problem to fields
of transcendance degree 1. This part goes smoothly as long as we choose carefully
our field extensions, in order not to change the variety too much. This will be
dealt with in the first section, along with the definition and some properties of
semi-abelian schemes.
Then we construct Jet schemes over complete rings (in Section 2) in order to
get subschemes of X in which all points of Γ′ ∩X must be (if we allow translation
for X and taking subgroup of Γ′ of finite index). Finally we prove that at least one
of these subschemes cannot be X itself, thus proving that X ∩ Γ′ is not dense in
X. This last result , which will be dealt with in section 3, will be given a different
proof than the analog result in [55, §4], to give a different point of view on the
matter.
1 Models of semi-abelian varieties
In this section, we will show that for any semi-abelian variety A over a
finitely generated field F of characteristic p > 0, there is a field extension K/F ,
where K is a complete local field, such that A has a model with good reduction
A → Spec OK . Furthermore, we will see that some additional data in A defined
over F extend to A˜.
We first need to define what a model of good reduction for A is, and give some
of its properties.
1.1 Semi-abelian schemes
Definition 1.1. For a given irreducible base scheme S, a globally defined semi-
abelian S-scheme is a group S-scheme A → S which fits in an exact sequence of
group S-schemes
0→ T → A → A0 → 0
with A0 an abelian scheme, and T a torus scheme (ie X is locally isomorphic to
Gdm for the fppf topology ; in particular, for x ∈ S, T ⊗ κ(x) is a torus over κ(x)).
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Let K be the function field of S. We say that a semi-abelian variety A →
Spec K has a model of good reduction over S if it has a presentation (T,A0) and
a model A → S which is a semi-abelian scheme of presentation (T ,A0) with T
and A0 models of T and A0 respectively.
From now on assume that we are given a discrete valuation ring R of charac-
teristic p > 0, fraction field K and residue field k, and put S = Spec R.
If A→ Spec K is an abelian variety with semi-stable reduction, then its Néron
model is a semi-abelian scheme A → S which is not a model of good reduction for
A (unless A has actually stable reduction). To avoid this case, we will only deal
with semi-abelian schemes which are models of good reduction of their generic
fibre, unless explicitely said so. Some of the results proved may be true in a more
general setting, but we will not take this into consideration.
Proposition 1.1. Let A→ S be a globally defined semi-abelian scheme, and n an
integer.
a) The multiplication-by-n map [n]A is an isogeny of group schemes ( ie it is a flat
and surjective finite morphism of group schemes).
b) Furthermore, if p does not divide n, then [n] also étale.
Proof. For the first part, it is enough to prove that A[n], the kernel of [n] is a finite
S-scheme and that [n] is surjective on fibres (see [66, V IB]).
To prove that [n] is surjective on a fibre, we may assume that the base field
is algebraically closed (by pulling back if necessary), and it is then a standard
manipulation on short exact sequences of abelian groups to deduce the surjectivity
of [n]A from the surjectivity of [n]A0 and [n]T .
We may now use surjectivity and the snake lemma to get a short exact sequence
of abelian sheaves
0→ T [n]→ A[n]→ A0[n]→ 0.
This means that A[n] is a T [n]-torsor for the fppf topology over A0[n]. Hence,
using the fact that T [n]→ S is finite, A[n]→ A0[n] is finite, fppf-locally. By fppf
descent, and using the fact that A0[n] → S is also finite, we can conclude that
A[n]→ S is also finite.
If n is prime to p, this proof also applies when replacing finiteness by étaleness
(indeed, abelian variety and tori share the property that [n] is étale in this case).
Corollary 1.2. Suppose furthermore that R is strictly henselian. Then, for any
point x ∈ A(Ksep), if there is an n prime to p such that [n]x is the generic point
of an S-point of A, then x is itself the generic point of an S-point of A.
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Proof. Let x ∈ A(Ksep), and suppose there is an n (prime to p) and P ∈ A(S) such
that [n]x is the generic point of P . This setting implies that x (seen as a morphism
Ksep → A) factors through Spec Ksep → [n]∗P˜ ↪→ A, where P˜ is the schematic
image of P : S → A, which is isomorphic to S. Since S is the spectrum of a strictly
henselian ring and [n] is étale, [n]∗P˜ is a product of (a finite number of) copies of
S, so the image of the only point in Spec Ksep is necessarily the generic point of
one of these copies which is an S-subscheme of A isomorphic to S, ie an S-section.
This means that x ∈ A(S) when considered as a subset of A(Ksep).
Remark 1.2. This implies, for instance, that if we are given a subgroup Γ ⊂ A(S),
then Γ′ = Divp(Γ) is also a subgroup of A(S).
1.2 Integral model of semi-abelian varieties
Let us show that any semi-abelian variety over a field of characteristic p
can be defined as a variety over a field of formal power series in one variable K,
with a model of good reduction over its ring of integers. The next proposition is a
close adaptation of [56, Proposition 6] :
Proposition 1.3. Let A be a semi-abelian variety over a field F that is a finitely
generated extension of Fp. Then there is a finite extension K of Fp((t)), such that
we have a morphism F → K and the semi-abelian variety AK has a model of good
reduction over OK, where OK is the valuation ring of K.
Furthermore, for a given irreducible closed subvariety X ↪→ A and given points
γ1, . . . , γk ∈ A(F ), those can be extended to a subscheme X ↪→ A and integral
points γ˜1, . . . , γ˜k ∈ A(OK).
Proof. Assuming F/Fp is transcendental (if it’s algebraic, the result is obvious),
we choose x ∈ F which is transcendant over Fp, and define U = Spec Fp[x] so
that F/K(U) := K0 is finitely generated. Since U ' A1, U(Fp) 6= ∅. Using a
transcendence basis, we have a finite map Spec F → Spec K0 (X1, . . . , Xd), where
d is the transcendence degree of F over K0. We define f : V → AdU to be the
normalisation of AdU in F . This scheme is integral, normal, and has F as field
of rational functions. Also notice that this morphism is finite and surjective [39,
Proposition 1.1]. In this setting, there is an open B ⊂ V such that A → F has a
model AB over B (which is not necessarily a group scheme). By restricting B, we
can also assume the following properties :
– AB is a group scheme with a presentation
0→ TB → AB → A0,B → 0,
where TB and A0,B are group schemes model of T and A0 respectively over
B, for some presentation (T,A0) of A (all the group axioms are satisfied on
an open subset if they are satisfied on the generic point of B) ;
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– A0,B is a model of good reduction for A0 (an abelian variety has good reduc-
tion on a non empty open subset) ;
– TB is a torus B-scheme ;
– X is the generic fibre of a flat irreducible closed subscheme XB ↪→ AB ;
– for i = 1, . . . , k, γi extends to a non-vanishing section in AB(B) ;
– f(B) := W is open and f−1(W ) = B (this is a rather technical condition).






Spec K0 (X0, . . . , Xd) //W.
Now, since AdU(K0) is dense in AdU and W is a non-empty open subset of AdU ,
W (K0) is not empty. From this, for almost all closed points u ∈ U , Wu(κ(u))
is also not empty. Pick such a point u, defined over Fp, and P ∈ Wu(Fp) : the
morphism AdU → AdFp , defines (a1, . . . , ad) as the image of P .
Let Û ' Spec Fp[[t]] be the completion of the scheme U along the closed
subscheme u.
Given algebraically independant elements (x1, . . . , xd) in Fp[[t]] such that xi =
ai (mod t) for 1 ≤ i ≤ d (which exist because Fp((t))/Fp has infinite transcen-
dence degree), we can define an injective morphism Fp[X1, . . . , Xd]→ Fp[[t]], ie a
dominant morphism Û → AdFp .
Thus we have defined a morphism e : Û → AdU (using the natural morphism
Û → U) which sends the generic point of Û to the generic point of AdU , and sends





Û ' Spec Fp[[t]]oo
AdU Ûoo








so B1 → Û is also finite and surjective.
Since B1 dominates Û , there is a reduced irreducible component B′1 of B1 which
also dominates it. Since the morphism B′1 → Û is also finite, it correspond to an
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extension of integral rings. So if we take K to be the function field of B′1, which
is a finite extension of Fp((t)) via the isomorphism Û ' Spec Fp[[t]], we get that
B′1 ' Spec R with R ⊂ OK a ring of integers in K, where OK is the integral
closure of Fp[[t]] in K. This gives us a morphism Spec OK → B′1 → B1. Hence
we have the following commutative diagram, where the arrows not already defined






















+3 : finite and dominant morphism
// : dominant morphism
//___ : morphism
Now the composition Spec K → B sends the only point of Spec K to the gene-
ric point of B, since it is true for Spec K → W and B → W is dominant and finite.
So this gives a field extension K/F , because F is the field of rational functions on
B. From the semi-abelian scheme AB/B, we get another one A˜ → Spec OK by
pulling back along the morphism in the diagram, which has AK as generic fibre.
The subscheme X and the points γ˜1 . . . γ˜k come from the corresponding elements
over B.
Remark 1.3. To make sure that K-rational points can be extended to S-sections
at all times (in the manner of Corollary 1.2), we could use Néron models for semi-
abelian varieties, which exist (see [8, Chap. 10]), but only as scheme locally of
finite type over S, which brings some unwanted confusion in the rest of the proof.
Since a semi-abelian variety(in characteristic p) is of finite type over its base,
it has a model over a finitely generated extension of Fp, so Proposition 1.3 gives a
model of good reduction for it over a finite extension of Fp((t)).
From now on, we will assume that k is a finite field of characteristic p, k its
algebraic closure, and K a finite extension of k((t)) of residue field k (this does
not loose any generality, since we can always replace k by a finite extension of it).
We will use the following notations : R = OK , R̂sh the completion of the strict
henselisation of R which is a local ring with maximal ideal m, Rshn = R̂sh/mn+1
and S˜, S, Sn the corresponding affine schemes. Also, we let L be the fraction field
of R̂sh and L its algebraic closure.
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2 Jet schemes over a complete ring
We will define jet schemes in our setting, which is somewhat different from
[55], since our base scheme is complete, hence not of finite type over the base field.
2.1 Construction of jet schemes
Let R,Rsh, R̂sh, L, S be as defined in the previous section, so that L = Frac(R̂sh)
is a finite extension of k((t)) and S = Spec R̂sh. We denote S×̂S the scheme
Spec (Rsh⊗̂Rsh), ie the spectrum of the completion of Rsh ⊗k Rsh with respect
to the ideal m ⊗ Rsh + Rsh ⊗ m, where m is the maximal ideal in Rsh. There is a
natural epimorphism Rsh⊗̂Rsh → R̂sh which is the completion of the multiplication
morphism in Rsh ; it induces a closed (diagonal) immersion S ↪→ S×̂S.
For n a positive integer, we define S(n) as the n-th neighborhood of S seen as
the diagonal subscheme S ↪→ S×̂S, so if I is the definition ideal of this closed
immmersion,
S(n) := Spec R(n) := Spec R⊗̂R/In+1.





2 : S(n) ⊂ S×̂S ⇒ S.
We consider this scheme as an S-scheme with pi(n)1 as structural morphism.




where the R̂sh-module structure is given by the isomorphism Rsh⊗̂Rsh/I ' R̂sh.
Proof. Since L is a finite extension of k((t)), R̂sh is a (finite) free k[[t]]-algebra
(because k[[t]] is complete, R̂sh is finitely generated, and because it is torsion free
and k[[t]] is a PID, it is free). In order to give a clearer proof, we will assume
that R̂sh = k[[t]] (the general case is proved likewise). With this assumption,
Rsh⊗̂Rsh = k[[t, t′]], together with the two maps R̂sh → Rsh⊗̂Rsh : t 7→ t and
t 7→ t′.
We can see that I = (t− t′), so I/I2 ' (t− t′) · k[[t]] is a free R̂sh-module, and
the claim follows.
Remember that, for a flat and finite morphism Y → X, and a Y -scheme Z,
the Weil restriction functor T/X 7→ HomY (T ×X Y, Z) is representable by an
X-scheme, RY/X(Z), the Weil restriction of Z.
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Lemma 2.1. For n ≥ 0, the S-scheme S(n) is flat and finite.
Proof. Since we are dealing with affine schemes, we may work on the correspon-
ding algebras. Assuming once again that R̂sh = k[[t]], we see that k[[t, t′]]/In+1 =⊕
k≤n(t− t′)k · k[[t]] so the morphism is finite.
For flatness, notice that for n > 0, we have exact sequences of R̂sh-modules
0→ In/In+1 → R(n) → R(n−1) → 0.
Since In/In+1 is isomorphic as an R(0)-module to SymnR(0)(I/I
2), it is a free R̂sh
module, so by induction on n (R(0) ' R̂sh is obviously flat over R̂sh), R(n) is flat
over R̂sh.
Definition 2.1. Let W be an S-scheme. The n-th jet scheme of W over S is the
S-scheme
Jn(W) := RS(n)/S(pi(n),∗2 W).
This construction is covariant inW , keeps closed immersions, smooth and étale
morphisms.
If m ≤ n, the closed immersion S(m) → S(n) induces a surjective morphism
Λn,m : Jn(W)→ Jm(W).
We also have canonical maps λn :W(S)→ Jn(W)(S) which sends f : S →W
to Jn(f) : Jn(S) = S → Jn(W). As noted in [55], these maps do not generally
arise from morphisms W → Jn(W ).
Lemma 2.2. If W is a smooth S-scheme, and n ≥ 1, then Λn,n−1 makes Jn(W)
into a Jn−1(W)-torsor under the vector bundle Λ∗n,0(Ω∨W/S)⊗ Symn−1(I/I2).
Proof. This is a close adaptation of [55, Lemma 2.3] : Let T → S be an affine
S-scheme. By definition,
Jn(W)(T ) = HomS(n)(T ×S S(n), pi(n),∗2 W),
and the immersion S(n−1) ↪→ S(n) induces a maps
HomS(n)(T ×S S(n), pi(n),∗2 W)→ HomS(n−1)(T ×S S(n−1), pi(n−1),∗2 W)
which is the functorial description of the morphism Jn(W)→ Jn+1(W).
Take f ∈ HomS(n−1)(T ×S S(n−1), pi(n−1),∗2 W) and look at the fibre above f .
Viewing f as a S(n)-morphism T×SS(n−1) → pi(n),∗2 W via the canonical immersions,
the elements of the fibre are precisely the extensions of f to T ×S S(n). Since the
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ideal of the immersion S(n−1) ↪→ S(n) has trivial square, we can apply the theory of
infinitesimal extensions of morphisms of smooth schemes (see [65, Exp. III, Prop
5]) to get that the fibre is an affine space under the group
H0(T ×S S(n−1), f ∗Ω∨pi(n),∗2 W/S(n) ⊗N)
where N is the conormal bundle of the immersion T × S(n−1) ↪→ T × S(n). By
flatness of the S(n)’s, this is the pull-back of the conormal bundle of S(n−1) ↪→ S(n),
which is Symn−1(I/I2) from the claim. Therefore, we have
H0(T ×S S(n−1), f ∗Ω∨pi(n),∗2 W/S(n) ⊗N) ' H
0(T, f ∗0Ω∨W/S ⊗ Symn−1(I/I2))
where f0 is the pull-back of f via S → S(n), and the lemma is proved.
2.2 Jet schemes of commutative group schemes
Let C be a commutative group S-scheme. Then the jet schemes Jn(C) are
natural group schemes too, and ΛCn,m are group scheme morphisms.
Lemma 2.3. Let n ≥ 0. There is an S-morphism “pn”: C → Jn(C) such that
ΛCn,0◦“pn”= [pn]C and “pn”◦ΛCn,0 = [pn]Jn(C/U).
Proof. The kernel of Λn,n−1 is ∗(Ω∨C/S)⊗Symn−1(I/I2)), where  is the zero section
of the group scheme C (See [55, §2.2]). In particular, it is isomorphic to Gda,S as
a group, with Ga the additive group, so it is killed by the multiplication by p in
Jn(C).
Therefore, the kernel of Λn,0 = Λn,n−1 ◦ · · · ◦ Λ1,0 is killed by [pn]Jn(C), so
for any R̂sh-algebra D, we have a well defined map : C(D) → Jn(C)(D) which
maps f ∈ C(D) to [pn]f˜ where f˜ is any lifting of f in Jn(C)(D). Those maps,
being functorial in D, give the morphism “pn”: C → Jn(C), with the desired
properties.
For a semi-abelian scheme A, [pn]A is finite, so “pn” is quasi-finite, and it is also
proper, hence finite. Therefore its schematic image, pnJn(A), is a closed subscheme
of Jn(A) which is finite over A.
Lemma 2.4. The maps Λm,n, λn and “pn” are compatible in the following way :
– for n ≥ m ≥ 0, Λn,m ◦ λn = λm ;
– for a commutative group scheme C, λn is a homomorphism and, on S-points,
[pn]Jn(C) ◦ λn =“pn”.
Proof. See [55, Lem. 2.5].
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2.3 Jet subschemes and schemes of arcs
Here we see what happens with this construction when we look at sub-
schemes of semi-abelian scheme, and when we look at the special fibre.
So suppose that we have a closed subscheme X ↪→ A in a semi-abelian scheme.
Then there is also a closed immersion of the jet schemes, and, we can use it to
define the critical schemes of X :
Critn(X ) := Jn(X ) ∩ pnJn(A) ⊂ Jn(A).
Furthermore, the morphism Critn(X )→ X is the restriction of Λn,0 to Critn(X ) ⊂
pnJn(A) so it is finite, and its schematic image is again a closed subscheme which
we call the exceptional scheme Excn(X ) ⊂ X .
The special fibre of jet schemes gives a positive characteristic analog of
the Greenberg functor construction in [51, II.1.2], so we may want to define it
independantly as the scheme of arcs : for an S-scheme W ,
Arcn(W) := ResSn/k(W ×S Sn) = Jn(W)0.
Remember that Sn = Spec R̂sh/mn+1 is the n-th neighborhood of the special fibre
of S, so it is indeed the special fibre of S(n).
This construction inherits all properties from jet schemes, and in particular,
for a commutative group scheme C, we have morphisms “pn”: C0 → Arcn(C) which
are finite whenever C is a semi-abelian scheme. However, arc shemes are easier to
manipulate than jet schemes since they are defined over a “small” algebraically
closed field k instead of the much larger S.
We will also use the fact that, for an integral subscheme of a semi-abelian
scheme X ↪→ A, k-points of Critn0 (X ) = Arcn(X ) ∩ pn Arcn(A) corresponds to Sn
sections in X (Sn) ∩ pnA(Sn).
3 A density theorem
Assume from now on that we are in the setting of Section 1, that is we
have a semi-abelian scheme A˜ → S˜ whith the previously defined base scheme
S˜. We denote A, An, A,AL for the pull-backs of A˜ above S, Sn, Spec L, Spec L
respectively. We also assume that we are given X˜ as an irreducible sub S˜-scheme
of A˜, with pull-backs X , Xn, X,XL respectively over the afore mentioned base
schemes.
To prove Theorem 3.4 for (the generic fibre of) X˜ ↪→ A˜, we will first need the
following result and its corollaries :
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Theorem 3.1. i) For any n ≥ 0, Excn0 (X ) is a closed subscheme of X0 with the
following property :
Excn0 (X )(k) =
{
P ∈ X0(k)|P lifts to an element of X (Sn) ∩ pn · A(Sn)
}
.
ii) There is an integer m such that Excm0 (X )(k) is the set of specializations of
indefinitely p-divisible points in X (S).
iii) Furthermore, if Tor(AL(L)) ∩XL is not dense in XL, Excm0 (X ) is a strict
subscheme of X0.
Proof. The first part of the theorem comes directly from the definition of the
exceptional schemes and the last remark of the previous section.
Since X0 → k is of finite type, there is an m such that we have a topological
equality ⋂
n≥0
Excn0 (X ) = Excm0 (X ).
Pick a point P0 ∈ Excm0 (X )(k). This gives us a compatible sequence
· · · → P˜n,→ P˜n−1,→ · · · → P0
where P˜n ∈ X (Sn) ∩ pnA(Sn) is a lift-up of P0 ∈ Excn0 (X ) and the arrows are
the restriction morphisms X (Sn) → X (Sn−1). This sequence defines an element
P ∈ X (S) = lim←−X (Sn) (with specialization P0) which is indefinitely p-divisible,thus proving ii).
Let us show iii) by contraposition, so suppose that every point of X0(k) lifts
up to an indefinitely p-divisible point in X (S).
Since X → S is flat, dimLX = dimkX0, so the set Σ of indefinitely p-divisible
points of X (S) ⊂ X(L) must be dense in the generic fibre X, so the corresponding
set ΣL of points in XL is also dense.
Let τ ∈ AutK(L) be a lifting of the Frobenius automorphism ϕ ∈ Gal(k¯/k)
(choose any extension of a lifting to Gal(K/K)). Because k is finite, of cardinality
q, we get from the Weil conjectures that there is a polynomial Q ∈ Z[X] with
complex roots of modulus √q and q (respectively for the abelian part and the
torus part), such that for every point x ∈ A0(k), Q(ϕ)(x) = 0.
We need to define a subset of A0(k) which maps Frobenius equivariantly onto
the indefinitely p-divisible points of A(L). To do this, we use the construction
of [54, Proposition 2.3] :
Let Ip(A0(k)) := lim←−l≥0A0(k), where the transition morphisms are all [p]A0 , so
x ∈ Ip(A0(k)) is a sequence (xl)l≥0 ∈ A0(k)N such that xl+1 = [p]xl for any l ≥ 0.
In other words, (xl)l≥0 is a compatible system of indefinitely p-divisible points of
A0(k).
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Let n be a non-negative integer. From the previous section, we know that there
is a map “pn”: A → Jn(A) ; if µn : A0 → Arcn(A) is its special fibre, it has the
following description on Ip(A0(k)) :
from (xl)l≥0 ∈ Ip(A0(k)) we take any lifting x˜n ∈ A(Sn) of xn ; we then have
µn((xl)l≥0) = [pn]x˜n ∈ A(Sn) ' Arcn(A)(k) (this description is easily deduced
from the way we previously constructed “pn”).
When n varies, those maps are compatible with the natural restriction mor-
phisms A(Sn)→ A(Sn′) for n ≥ n′, so we get a map
µ∞ : Ip(A0(k))→ lim←−
n≥0
A(Sn) ' A(S) ⊂ AL(L).
If we give Ip(A0(k)) the natural Galois action, it is clear that µ∞ is a Frobenius-
equivariant morphism, so µ∞ ◦ ϕ = τ ◦ µ∞.
We now need to prove the following lemma, corresponding to [54, Lemma 2.4]
(notice that in this reference, only the abelian case is proved) :
Lemma 3.2. The image of µ∞ is precisely the set of indefinitely p-divisible points
in A(S) :
Im µ∞ = {P ∈ A(S)|∀n ≥ 0 ∃Q ∈ A(S), [pn]Q = P}.
Proof. The inclusion "⊂" is obvious, once noticed that all points in Ip(A0(k)) are
indefinitely p-divisible (a [p]-th root of an element is given by a shift of the com-
patible sequence). To prove "⊃", we will first assume the following claim :
Claim. For all indefinitely p-divisible point P ∈ A(S), there is a sequence
· · · [p]−→ Pn [p]−→ Pn−1 [p]−→ · · · [p]−→ P.
Assuming this, from an indefinitely p-divisible point P , we get a sequence as
in the claim whose restriction x = (xl)l≥0 to A0(k) is in Ip(A0(k)). It is then an
easy exercise with the description given above to check that µ∞(x) = P , using the
fact that R̂sh = lim←−nR
sh
n .
Let’s now prove the claim. Let P ∈ A(S) be an indefinitely p-divisible point.
By definition, there is a sequence Qn ∈ A(S) such that [pn]Qn = P . The set
K1 := {[pn−1]Qn, n ≥ 1} is a subset of [p]−1(P ) which is finite, because Ker[p] is a
finite and proper S-scheme. Therefore, there is P1 ∈ K1 such that [pn−1]Qn = P1 for
an infinite number of indices, which means that P1 is also indefinitely p-divisible.
By induction, we get the sequence needed to prove the claim.
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End of the proof of Theorem 3.1.
From the Frobenius equivariance of µ∞, we get that ΣL = Im µ∞ ∩X (S) is in
the kernel of Q(τ), so, being also dense in XL, we can apply [48, Theorem 3.5] to
say that XL is torsion, therefore its torsion points must be dense in it.
Remarks. – In the case of abelian varieties, a shorter proof can be provided,
using the fact [54, Theorem 1.3] that indefinitely p-divisible points are torsion
points, although the proof given there is essentially the same as this one.
– This result should also be true in mixed characteristic, when we assume
S = Spec ÔshK where K is a finite extension of Qp. Indeed, the Greenberg
functor [51] should give an analog of the scheme of arcs good enough to be
able to transpose the proof we have given in that setting.
The following corollary is a uniform version of (a weak form of) the theorem :
Corollary 3.3. Suppose that for all a ∈ A˜(S˜), Tor(AL(L))∩X+aL is not dense in
X+a
L
. Then there exists an integer α such that for any a ∈ A˜(S˜),
Excα0 (X+a)(k) = {P ∈ X+a0 (k)|P lifts to an element of X+a(Sα) ∩ pα · A(Sα)}
is not Zariski dense in X+a0 .
Proof. For any a ∈ A˜(S˜), let m(a) be the smallest integer m such that Um(a) :=
Excm0 (X+a)(k) is not dense in X+a0 (the theorem gives us the existence of such an
m). Suppose there exists a sequence (an)n∈N ∈ A˜(S˜)N contradicting the statement,
so that m(an) strictly increases. Since A˜ is an S˜-scheme of finite type, A˜(S˜) is
compact for the topology induced by the one on R, the underlying ring of S˜.
This comes from the fact that R itself is compact, being a discrete valuation ring
with finite residue field. Therefore we may assume (by taking a subsequence if
necessary) that (an) converges for this topology towards a ∈ A˜(S˜). Taking yet
another subsequence, we may also assume that an and a have the same image in
A˜(S˜n), since this space is discrete. Then necessarily, m(an) ≥ n (because it is a
strictly increasing sequence), which implies that m(a) ≥ n (because Un(c) depends
only on the image of c in A(Sn)). However, this cannot be true for all n ∈ N since
m(a) is finite, therefore our supposition was wrong and the corollary is proved.
We can now finish the proof of the main theorem :
Theorem 3.4. Suppose that for any field extension L′/L and any point Q ∈ A(L′),
the set X+QL′ ∩ Tor(A(L′)) is not Zariski dense in X+QL . Then X ∩ Divp(Γ) is not
Zariski dense in X.
Proof. We need the following lemma :
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Lemma 3.5. Under the hypothesis of the theorem, there is a positive integer α,
depending only on A and X , such that Excα(X+Q) ( X+Q for all Q ∈ Γ.
Proof. The hypothesis of the theorem allows to apply Corollary 3.3, since A˜(S˜) ⊂
A(L). Therefore there is an integer α such that Excα0 (X+Q) is a proper subscheme
of X+Q0 for any Q ∈ Γ ⊂ A˜(S˜), but, since X+Q is integral, its closed subscheme
Excα(X+Q) is distinct from X+Q because its special fibre Excα0 (X+Q) is distinct
from X+Q0 .
Let’s prove the theorem : Let Q ∈ Γ, n ∈ N ; remember from Corollary 1.2,
that Γ′ := Divp(Γ) ⊂ A(S). Thus, we have the following
X+Q(S) ∩ pn · Γ′ = Λn,0 ◦ λn[X+Q(S) ∩ pn · Γ′]
⊂ Λn,0[λn(X+Q(S)) ∩ λn(pn · Γ′)]
⊂ Λn,0[Jn(X+Q) ∩ pn · Jn(A)(S)] ⊂ Λn,0[Critn(X+Q)]
= Excn(X+Q).
Let α be as in the lemma ; choosing a set of representatives Q1, · · · , Qk ∈ Γ for
Γ′/pαΓ′ = Γ/pαΓ (which is assumed to be finite), this computation shows that




According to the lemma, each of the Excα(X+Qi)’s is non dense, so it has (relative)
dimension strictly smaller than X (since X is irreducible). Thus a finite union of
their translates cannot be dense in X , and the theorem is proved.
Remark 1.4. The proof of Theorem 3.4 indicates that it should be possible to give
an effective bound on the number of irreducible components of the Zariski closure
of X ∩ Γ′, at least in the abelian case, using some intersection theory, as has been
done for characteristic 0 in [13]. However, as seen in [14], the bound in positive








We give a new proof of the Tate-Voloch conjecture, in the si-
tuation where the ambient variety is a semi-abelian variety defined
over Qp. Our proof is new in the sense that it avoids any reference to
algebraic model theory or p-adic Hodge theory.
Résumé :
Nous donnons une nouvelle preuve de la conjecture de Tate-
Voloch dans le cas où la variété ambiante est une variété semiabélienne
définie sur Qp. Notre preuve est nouvelle dans le sens où elle évite toute




In this article, we use some of the techniques of the papers [16, 48] to prove a
weak form of the Tate-Voloch conjecture.
We will freely use the following notations : p is a prime number, fixed once
and for all ; Cp is the completion of Qp, the algebraic closure of the field of p-adic
numbers Qp. Its normalized p-adic norm is written as |·|p. A finite extension of Qp
will be called a p-adic field.
If G is a group, then Gtors is the torsion subgroup of G and Gp−tors (resp.
Gp′−tors) the torsion subgroup whose elements have torsion of order a power of p
(resp. prime to p).
The Tate-Voloch conjecture is a statement about the “p-adic distance” between
a closed subset and the torsion points in a semi-abelian variety over Cp. There is
no canonical definition of such a distance, but for any of the natural definitions
that will be described in the first section, the following statement makes sense (and
its truth is actually independent of the distance used) :
Conjecture 0.6 (Tate-Voloch [71]). Let A be a semi-abelian variety over Cp and
X a closed subscheme. Then there is an ε > 0 such that for any torsion point
P ∈ A(Cp)tors, either P ∈ X(Cp) or d(P,X) > ε.
In [71] Tate and Voloch also proved their conjecture in the situation where
the ambient variety is a torus. The general case of the conjecture is still open.
However, the conjecture is proven when the semi-abelian variety A is defined over
Qp. This is due to T. Scanlon, who first proved the result for points of order prime
to p (see [59]) and then for the entire torsion subgroup, using a result of Sen in
p-adic Hodge theory (see [60]). Both proofs use algebraic model theory along the
same lines as Hrushovski in his proof of the Manin-Mumford conjecture (see [31]
for the latter). Rössler then gave some effectiveness to a restricted form of this
result in [57], using Arakelov geometry.
The analogous problem for Drinfeld modules was studied and solved by Ghioca
(see [25]), and more recently, in the context of the André-Oort conjecture, Habegger
proved an analogous result for CM points with ordinary reduction in a power
of the modular curve Y (1) (see [28]), thus suggesting that there might exist a
"modular" Tate-Voloch conjecture for special points in mixed Shimura varieties.
However, such a conjecture must be stated carefully since the naive formulation
would imply a “Mordell-Lang-Tate-Voloch” conjecture, which is false (see Remark
2.2 for a counter-example).
In this paper, we will give a new proof of (a weaker form of) the result of
Scanlon :
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Theorem 0.7. Let K be a p-adic field and let A be a semi-abelian variety over K.
Let X ↪→ A be a closed subscheme defined over K. Then there is an ε > 0 such
that for any torsion point P ∈ A(Cp)tors, either P ∈ X(Cp) or d(P,X) > ε.
Remark 2.1. This is weaker than Scanlon’s result, since we assume that the subva-
riety X is defined over K and not merely over Cp. The proof we give makes heavy
use of this fact ; trying to deduce the case where X is not defined over K from this
theorem might give an insight on how to prove the general case of the Tate-Voloch
conjecture, where A is defined over Cp.
Our proof is based on a study of the Galois action on torsion points and so-
called torsion subschemes and follows the pattern of the algebro-geometric proof of
the the Mordell-Lang conjecture given in [16]. Instead of appealing to Sen’s result
(see above), we use the structure of Galois groups of local fields, together with a
combinatorial device known as Boxall’s lemma.
In the first section, we define the distance functions that we will use, and we
study a canonical compactification for semi-abelian varieties to get a first result on
boundedness of torsion points. In section two, we deal with the unramified torsion
and in section three we deal with ramified prime-to-p torsion. Finally in section
four, we tackle the issue of ramified p-primary torsion and pulling all our strings
together we obtain a proof of Theorem 0.7.
Remark 2.2. Looking at the relationship between the Manin-Mumford and Mordell-
Lang conjectures, we might wonder if there is a “Tate-Voloch conjecture for finitely
generated subgroup”. However the following example of Scanlon’s given to us by
Habegger shows that it is not true that a sequence of points in a finitely gene-
rated subgroup cannot approach a subvariety : for p an odd prime, the subgroup
generated by 2 ∈ Gm(Qp) has 1 as one of its limit points because for all n > 0,∣∣∣2(p−1)pn−1 − 1∣∣∣
p
≤ p−n.
Hence, if an analogy could be made in a “Mordell-Lang” setting (or more generally
in a “Pink-Zilber” setting), it would need a more refined statement.
1 The metric structure of p-adic varieties
Let K be a complete subfield of Cp (for instance, a p-adic field), and A be a
scheme of finite type over K. Let OK be the valuation ring of K.
1.1 The p-adic distance on schemes
For any closed K-subscheme X ⊂ A, we may define a distance from a point
P ∈ A(Cp) to X as following : if A = AnK , and I ⊂ K[x1, . . . , xn] is the ideal
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defining X, we put
dAn(P,X) = max
{
|f(P )|p , f ∈ I ∩ OK [x1, . . . , xn]
}
where |·|p denotes the usual p-adic norm on K ; in general, if A =
⋃
i≤r
Ui is a finite
decomposition of A in open affine subschemes, we define
dUA(P,X) = max {dUi(P,X ∩ Ui), P ∈ Ui} .
We will omit the subscript A if it is clear from context.
For a point Q ∈ A(Cp), we can consider it as a reduced closed subscheme of A,
thus defining dU(P,Q), which is a distance in the usual sense, and gives a metric
to the topological space A(Cp).
This construction obviously depends on the decomposition U ; however, for two
such decompositions U and V , the distances are equivalent, in the sense that we
have positive real numbers 0 < α < β such that
αdU(P,X) ≤ dV(P,X) ≤ βdU(P,X). (E)
for all P ∈ A(K). This implies that for a sequence (Pn ∈ A(K))n∈N, the statements
limn→∞ dU(Pn, X) = 0 and limn→∞ dV(Pn, X) = 0 are equivalent.
When A has a model A over OK , the ring of integers of K, we have another
description for this : let S = Spec OK and for 0 < ε ≤ 1, S(ε) be the closed
subscheme defined by the ideal Iε := {a ∈ OK , |a|p < ε}. Assume we are given
an S-scheme A, and a closed subscheme X . For any point P ∈ A(S) and any
0 < ε ≤ 1, we have a pull-back Pε ∈ A(S(ε)). We define
dA(P,X ) = inf{ε ∈ (0, 1], Pε ∈ X (S(ε))}.
Since K is complete, dA(P,X ) = 0 precisely for points P ∈ X (S).
For simplicity, and when there is no ambiguity, we will omit the subscript ε on
points, so for P ∈ A(S), the notation P ∈ X (S(ε)) means “P reduces in A(S(ε))
to an element of X (S(ε))”.
For ease of computation, we will define dA(P,X ) = 1 for P ∈ A(K)\A(S). This
is coherent with taking distances in a proper completion of A → S (when such a
completion exists), where A(K) = A(S) by the valuative criterion for properness.
One can check that if U is an affine covering of A, coming from an S-affine
covering of A, then dA(P,X ) = dUA(P,X) where X is the generic fibre of X . This
implies that distances coming from two different models are equivalent (in the
sense of (E)).
A good reference for all these notions of distance is [76]. We recall the following
useful properties.
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Proposition 1.1. i) For subschemes X and Y closed in A, and any point P ∈
A(Cp), d(P,X ∩ Y ) = max(d(P,X), d(P, Y )).
ii) If f : A → B is a morphism of S-schemes then for any closed subscheme
Y ↪→ B and P ∈ A(S), and letting X = f ∗Y, we have
dA(P,X ) = dB(f(P ),Y).
iii) If L is a Galois extension of K with ring of integers OL and X is a subscheme
of A′ := A⊗OK OL, we have
∀σ ∈ Gal(L/K), dA′(σ(P ),X σ) = dA′(P,X ) = dA(P,X ).
Proof. Exercise to the reader. See properties (b), (c) and (e) from [76, Theorem
1].
From now on, we will assume that K is a finite (hence complete) extension of
Qp so OK ’s residue field k is finite, say of cardinality q, and we can define
εK := p−1/e = max{|x|p , x ∈ m} < 1,
where e is the ramification index of K/Qp and m is the maximal ideal in OK . So
for any data X ↪→ A above S, P ∈ A(S), we have
dA(P,X ) ≤ εnK ⇔ P ∈ X (Sn).
Where we have used the notation Sn = S(εnK) = Spec OK/mn+1. Writing Ssh =
Spec OshK , the strict henselization of OK , we have the analog description for P ∈
A(Ssh)
dA(P,X ) ≤ εnK ⇔ P ∈ X (Sshn ),
since OshK is the ring of integers of the maximal unramified extension Knr of K,
which has the same valuation group as K.
1.2 Distance of torsion points in a semi-abelian variety
Now, keeping the notation from the previous subsection, let us assume that A
is a semi-abelian variety over K. In this setting we will use the following notations,
which we will keep until the end of this article : for an integer n, a closed subscheme
X and a point P ∈ A(K), [n] is the multiplication-by-n morphism, n · X is the
direct image of X by [n] (which is closed because [n] is proper), and X+P is the
translated subscheme. Following [67, VIII, §6], we also define the stabilizer Stab(X)
of X as the closed subgroup variety whose geometric points P satisfy X+P = X.
The theorem that we intend to prove is the following :
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Theorem 1.2. For any X ↪→ A and affine covering U of A, there is an ε > 0
such that for any P ∈ A(Cp)tors either P ∈ X(Cp) or dUA(P,X) > ε.
The structure of our proof is as follow : first we prove the case where X is
reduced to a point, which is known as Mattuck’s theorem. Then we prove that
we can reduce to the case where X is an irreducible subscheme of A with trivial
stabilizer. Then we separate the cases of unramified torsion points, torsion points
with only prime-to-p ramification, and torsion points with p-primary ramification
to prove the general case by induction on the dimension of X.
Notice that, as we said before, the choice of an affine covering only changes
the value of ε ; we may therefore work with the covering that suits us best, and
in particuliar use dA for any model A of A. In that case, we will write A0 for the
special fibre of A.
Remark 2.3. From the Proposition 1.1.ii), it is clear that for P,Q ∈ A(S),
dA(P −Q,X ) = dA(P,X+Q).
The main ingredient in the proof of Mattuck’s theorem is the following :
Proposition 1.3. Let A → S be a semi-abelian scheme. For any algebraic exten-
sion K ′/K, with ring of integers OK′ and residue field κ,
a) The kernel of the reduction map pi : A(OK′)tors → A0(κ) is discrete for the
p-adic topology ;
b) If K ′/K is unramified, Ker pi is a finite group.
Proof. a) Let L be the completion of K ′ with ring of integers OL. The kernel of the
full reduction map A(OL)→ A0(κ) is isomorphic to the group Â(mL) of points of
the formal group Â of A with coordinates in the maximal ideal mL of OL. However,
the formal logarithm gives an isomorphism from an open subgroup G ⊂ Â(mL) to
Ĝa
d(mL) where Ĝa is the additive formal group. Since Ĝa has no torsion, Ker pi
must be discrete (a closer analysis would show that it is a p-group, but we will not
need it here).
b) If K ′/K is unramified, the open subgroup G ⊂ A(mL) must be of finite
index (see [10, III, §7]), so Ker pi is finite.
Lemma 1.4 (Mattuck [36]). The conjecture is true when X is the 0 point of A
seen as a reduced closed subscheme. Equivalently, the topological group A(K)tors is
discrete.
Proof. Clearly, the statement of the conjecture for X = 0 is that it is an isolated
point in A(K)tors, which means that this group is discrete for the p-adic topology.
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Let A be a semi-abelian model for A over S. This exists after a finite extension
of the base field K according to the semi-stable reduction theorem for semi-abelian
varieties [68, Théorème 3.6]. The set {P ∈ A(K)tors, dA(P, 0) < 1} is precisely the
kernel of the homomorphism pi defined in the previous proposition, so a neighbo-
rhood of 0 is discrete in A(K)tors, hence the whole group must also be discrete.
From now on, we will assume that X is an irreducible subscheme of A with
trivial stabilizer. This can be done without any loss of generality, because if P ∈
A(K)tors is close to a X, then it must be close to one of its irreducible components,
and furthermore, by Proposition 1.1.ii), if Stab(X) = G 6= 0, we may work in
X/G ↪→ A/G since
dA(P,X) = dA/G(P˜ , X/G),
where P˜ is the reduction of P in A/G.
Remark 2.4. Consequently to this reduction and Mattuck’s theorem, the conjecture




where I is a finite index set, the ai are geometric points and the Gi are group
subschemes. Those subschemes, which will be of an interest to us, are called torsion
subschemes, in reference to the Manin-Mumford conjecture.
We will also make heavy use of the following lemma :
Lemma 1.5. Suppose X is irreducible and has trivial stabilizer in A and let N
be a positive integer. If Qn ∈ A(K) \ X(K) is a sequence converging to X, then
[N ]Qn converges to N · X and either a subsequence of Qn converges to a proper
closed subset of X or there is a subsequence such that d([N ]Qn, N ·X) > 0.
Proof. It is clear from Proposition 1.1 that d([N ]Qn, N ·X) converges to 0. Now,
suppose that [N ]Qn ∈ N ·X(K) for almost all n. Then Qn ∈ X(K) + Ker[N ], and
since this kernel is finite, we may find h ∈ Ker[N ] and a subsequence such that
Qn ∈ X+h(K) so d(Qn, X ∩X+h) converges to 0. Since Stab(X) = 0, X ∩X+h is
a proper closed subset of X so the lemma is proved.
2 The unramified torsion
As seen in the previous section, we consider a closed subvariety X of a semi-
abelian variety A both defined over a p-adic field K.
Until the end of this section, we restrict our problem to unramified torsion
points, ie points in A(Knr)tors. However, since it changes nothing to the truth of
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the conjecture, we will allow a change of base field to a (possibly ramified) finite
extension of K if necessary. Once K is fixed, we choose τ ∈ Gal(Knr/K) to be a
lift of the Frobenius automorphism in Gal(k/k) (recall that the residue field k is
finite).
2.1 A Galois equation
Proposition 2.1. For any semi-abelian variety A over K there is a finite extension
K ′ of K such that we may find a positive integer N and a monic polynomial
F ∈ Z[T ] with no cyclotomic factors, such that
∀P ∈ A(K ′nr)tors, [N ]F (τ)(P ) = 0.
Remark 2.5. Saying that F has no cyclotomic factors is equivalent to saying that
it has no complex root which is a root of unity.
Proof. It is quite straightforward that this property is stable under group exten-
sions, meaning that if we have a short exact sequence of group varieties
0→ G′ → G→ G′′ → 0,
the property holds for G if and only if it holds for G′ and G′′ (if F ′ and F ′′ are
polynomials for G′ and G′′ respectively, F ′F ′′ is a polynomial for G, and the same
holds for integers N ′, N ′′ and N).
Furthermore, after a finite extension of K, we may assume that A is an exten-
sion of an abelian variety with semi-abelian Néron model by a split torus. Hence
we only need to prove it for the multiplicative group variety Gm,K and abelian
varieties with semi-abelian Néron model.
So let us assume first that A = Gm,K . Then it has an obvious model A = Gm,S
over S, whose special fibre satisfy the equation
(Frob−[q]) = 0 ∈ End(A0(k)).
Furthermore, A(Knr)tors ⊂ A(Ssh) because roots of unity are integers in Knr, so
we may use Proposition 1.3.b) to fix an integer N such that [N ] ∈ End(A(Knr)tors)
factors through the reduction map pi : A(Knr)tors → A0(k).
The last two results implies that N(T −q) ∈ Z[T ] satisfies the desired equation
(it is also obvious that it has no cyclotomic factors).
Suppose now that A is an abelian variety, which has a semi-abelian Néron model
A → S. The Weil conjectures for semi-abelian varieties over a finite field [78] gives
us the existence of a monic polynomial F0 such that F0(Frob) = 0 ∈ End(A0(k)).
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All of its complex roots are of absolute value √q or q, so it cannot have cyclotomic
factors.
Since A(Knr) = A(Ssh), we may once again use 1.3,b) as above, to induce that
N · F0(T ) ∈ Z[T ] satisfy the desired equation for the same integer N .
Remark 2.6. From the proof, we can see that, given that the order of Ker pi (from
Proposition 1.3) is a power of p, so is N in this proposition.
2.2 Torsion subscheme in Ad
Now let us assume we have made the necessary base field extension to apply
Proposition 2.1, so that we are given a positive integer N and a monic polynomial
F . We will now work in a bigger semi-abelian variety, namely Ad where d is the
degree of the polynomial F .
Let M be the companion matrix to F , ie if F (x) = xd − ad−1xd−1 − · · · − a0,
M =

0 1 0 0
... 0 . . . ...
0 · · · · · · 1
a0 a1 · · · ad−1
 .
We see M as an isogeny of Ad, so we may build a subscheme








Here the intersection are schematic (ie fibre products of the immersions in Ad) and
the upper and lower star denotes respectively the usual pull-back and schematic
image by the morphism. Xd is the cartesian product of the d images of X in Ad.
Notice the following interesting properties of this subscheme
Proposition 2.2. i) Set theoretically, M(Z) = Z. In particular, Z is a torsion
subscheme of Ad ie a finite union of cosets of closed subgroup schemes of A.
ii) Let σ ∈ Gal(K/K) and xn ∈ A(K) be a sequence which converges to Xd
and satisfies F (σ)(xn) = 0 for all n. Then xn,σ := (xn, σ(xn), . . . , σd−1(xn))
converges to Z.
Proof. Let us prove the set-theoretic equality M(Z) = Z. Since M is proper, the





























 ⊃ . . .










so the equality of sets M(Z) = Z must be true. Using [48, Prop 6.1], the stability
of Z by M implies that torsion points are dense (at least after pulling back to K),
so they are torsion subschemes by the Manin-Mumford conjecture for semi-abelian
varieties.
For the second assertion, the Galois equation F (σ)(xn) = 0 implies that
σ(xn,σ) := (σ(xn), σ2(xn), . . . , σd(xn)) = M(xn,σ)
so the Galois action σ is given by the algebraic morphism M for all xn,σ. Since Xd






















so xn,σ must converge to the intersection
⋂
r≥0
M r,∗(Xd). Similarly, we deduce
from this by using the Galois and algebraic equivariance of the distance that xn,σ
converges to Z.
2.3 Ultrafields
In order to work with ramified torsion points, we will need to see the sequence
(Pn) as a single point in some large field over K. Let us first describe this setting
and what result can be obtained by the use of ultrafilters.
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The ideas in this subsection comes from an argument by Hrushovski given
in [11, p. 156].
Let U be a fixed non-principal ultrafilter on N. We give here the first properties
of U as a subset of the powerset of N :
– N ∈ U ;
– if U ⊂ U ′ and U ∈ U, then U ′ ∈ U ;
– if U, V ∈ U, U ∩ V ∈ U ;
– for any subset U ⊂ N, either U or N \ U is in U, but not both ;
– any cofinite set is in U (or equivalently, using the previous property, U
contains no finite set).
For more results in the theory of ultrafilters and ultraproducts, see [9]. Consi-
dering the last property, we will say that a predicate P (n) on N is true for U-almost
all n if the set of indices {n : P (n)} is in U.
Let IU the ideal of the ring R of bounded sequences in K defined by
(ai)i∈N ∈ IU ⇔ ∀ n ∈ N, {i : |ai|p ≤ p−n} ∈ U.
This ideal is maximal in R, and we define D = DU to be the quotient field. It
has an obvious diagonal injection K ↪→ D and the Galois group action extends
naturally. Notice that D is a quotient of the ring of bounded elements in the usual
ultrapower KN/U.
If we have a bounded sequence of points Pn ∈ A(K), it defines naturally a
point P ∗ ∈ A(D). By construction, we have
d(Pn, X)→
U
0⇔ P ∗ ∈ X(D). (2.1)
Here, the convergence indexed by the ultrafilter means that there is a set of indices
I ∈ U such that the subsequence (d(Pi, X))i∈I converges to 0.
Remark 2.7. In a way, going to the ultrafield D allows us to get asymptotic in-
formation on the sequence Pn without specifying one of the equivalent metrics
described previously, thanks to the equivalence (2.1). Thus we do not need to
choose any affine covering or integral model, which might prove difficult in the
non proper case and adds information which is irrelevant for the problem at hand.
Note that, if the ambient variety A is quasi-projective (which is the case for
semi-abelian varieties), there is always a distance which makes (a subsequence
of) any sequence bounded. This depends only on a choice of an ample bundle on
A which fixes a variety “at infinity”, or equivalently, a (non necessarily closed)
immersion in the projective variety, say PN . In this setting, a sequence of points
(Pn) has projective coordinates [p(0)n : p(1)n : . . . : p(N)n ], with p(i)n ∈ Cp. For each
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index n, there is a coordinate with maximal p-adic norm, which we may assume,
after taking a subsequence, to be independant of n, say k, so that
∀n ≥ 0,
∣∣∣p(k)n ∣∣∣p = max0≤i≤N
∣∣∣p(i)n ∣∣∣p .
Now Pn = [p(0)n /p(k)n : p(1)n /p(k)n : . . . : p(N)n /p(k)n ] is integral in the k-th standard affine
open of PN , so it is bounded for the distance induced by the standard distance on
PN .
Proposition 2.3. Let F ∈ Z[T ] be a monic polynomial of degree d, and X be
a closed irreducible subvariety of a semi-abelian variety A with trivial stabilizer.
Let L be an algebraic extension of K. Then there is an N ∈ N such that for any
σ ∈ Gal(L/K) and any (bounded) sequence (Pn) in A(L) whose distance to X
converges to 0 satisfying
∀ n ∈ N, F (σ)(Pn) = 0,
either a subsequence of (Pn) converges to a proper closed subset of X or P ∗ ∈ X(D)
satisfies the equation (σN − 1)(P ∗) = 0.
Proof. This is an adaptation of the main idea behind the proof of the Manin-
Mumford conjecture in characteristic 0 as given by Pink and Rössler in [47].
We fix the morphism pi : Ad → A to be the first projection. The second result
of Proposition 2.2 implies that Pn,σ converges to Z. Note that, since F (σ)(Pn) = 0,
piMk(Pn,σ) = σk(Pn).
Since M is an isogeny, for some m > 0, Mm stabilizes each of the irreducible
components of Z. Let T be one of these ; we may assume that there is a σ and a
subsequence Qn of Pn,σ that converges to it, otherwise we may take it out of Z
without loosing any of our assumptions.
Since pi(Qn) converges to pi∗(T ), we may assume that this scheme is dense in
X, or we would have a subsequence converging to a closed proper subset of X,
namely the Zariski closure of pi∗(T ) (which may not be closed if pi is not proper).
This implies that pi(Stab(T )) ⊂ Stab(X) = 0, so the projection pi induces a
morphism piT : T/ Stab(T )→ A.
Since T is stabilized by Mm, it is also true of its stabilizer, so Mm induces
an isogeny M ′ of A/ Stab(T ) stabilizing T/ Stab(T ), so in particular a birational
automorphism of T/ Stab(T ). However, this variety is of general type [72], so its
group of birational automorphisms is finite [35], and M ′k = 1 for some k.
Since this is true for any irreducible component T , we may assume that k
satisfies this equation for any irreducible component T of Z.
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Since Pn,σ converges to Z, P ∗σ ∈ T (D) for some irreducible component T of Z,
so we have (writing P ∗σ for the image of P ∗σ in T/ Stab(T ))
σkm(P ∗) = piMkm(P ∗σ )
= piTM ′k(P ∗σ )
= piT (P ∗σ )
= pi(P ∗σ )
= P ∗
Notice that N = km depends only of the construction from X and F so it is
independent of U, σ and the sequence Pn.
2.4 The Tate-Voloch conjecture for unramified torsion points
We are now ready to prove the following statement
Theorem 2.4. Let X ↪→ A be a closed subscheme of a semi-abelian variety over
K. Then for any distance d as defined in the first section, there is ε > 0 such that
for any P ∈ A(Knr)tors, either P ∈ X or d(P,X) > ε.
Proof. We procede by induction on the dimension of X. If it is 0, then this is basi-
cally Mattuck’s theorem. Otherwise, assume Stab(X) = 0 (by taking the quotient
if necessary), and let us assume we may find a contradicting sequence Qn ∈ A(OshK )
whose distance to X is strictly decreasing to 0. We put Y = N · X , Y = N · X
and Pn = [N ]Qn. By Lemma 1.5 and using the induction hypothesis, we may also
assume (by taking a subsequence if necessary) that Pn /∈ Y (Knr).
Since torsion points are bounded in A, the main proposition of the previous
subsection then implies that we may find an integer m such that (τm−1)(P ∗) = 0
where P ∗ is the image of the sequence Pn in the ultrafield DU for some (any)
non-principal ultrafilter U on N.
Since F (T ) and Tm−1 are coprime inQ[T ] (because F has no cyclotomic factor)
this implies that, choosing m′ ∈ N such that m′Z[T ] ⊂ F (T )Z[T ] + (Tm − 1)Z[T ],
we have [m′]P ∗ = 0, so P ∗ is a torsion point, which means that the sequence Pn
converges p-adically to a geometric point (because torsion points are defined on
K), which contradicts Mattuck’s theorem.
Thus the theorem is proved.
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3 The ramified prime-to-p torsion
In order to prove the conjecture in the ramified case, we have to refine the
previous result. Recall that for any torsion group Gtors we have
Gtors = Gp′−tors ⊕Gp−tors.
Thus we may decompose any torsion point in its p-primary part and its prime-to-p
part. In this section we intend to prove the conjecture for points P ∈ A(Knr)tors +
A(K)p′−tors, ie when we assume the p-primary part is still unramified, thus only
the prime-to-p part may be ramified.
3.1 Galois results
This case will reduce to the previous one thanks to the following result on
ramification for prime-to-p torsion points :
Proposition 3.1. For any semi-abelian variety A over a p-adic field K, there
exists a finite extension K ′ of K such that,
∀ P ∈ A(K ′nr)p′−tors, ∀ σ ∈ Gal(K ′/K ′nr), (σ − 1)3(P ) = 0. (2.2)
Proof. Over a suitable K ′, we may assume that A is the extension of an abelian
variety A′ with semi-stable reduction by a split torus T . In A′, we have the analog
assertion [1, Prop. 5.8]
∀ P ′ ∈ A′(K ′nr)p′−tors, ∀ σ ∈ Gal(K ′/K ′nr), (σ − 1)2(P ′) = 0
and in the torus, the prime to p torsion is unramified, (because it is true in Gm).
Therefore, (σ − 1)2(P ) reduces to 0 ∈ A′(K ′), so it lies in T (K ′)p′−tors, hence
it is unramified and (σ − 1)3(P ) = 0.
This equation will be a crucial element in the proof of the conjecture, and it
also allows reduction to tame ramification, thanks to the following corollary, which
is a close adaptation of its analog on abelian varieties (see [5, Lemma A.1]) :
Corollary 3.2. The prime-to-p torsion points are defined over a tamely ramified
extension of K ′.
Proof. It is known [64] that the wild ramification group G := Gal(K ′/K ′tame) is
a p-profinite group. For any finite group M ⊂ A(K ′)p′−tors, the action of G on M
must factor through a finite p-group G′, say of order q = pk. Let
I = (T − 1)3Z[T ] + (T q − 1)Z[T ]
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so that if F ∈ I, F (σ)M = 0.
Euclid’s algorithm in Q[T ] shows that
q(T − 1) = (T − 1)3
(
(q − 1)T + (q + 1)




− (T q − 1)(q − 1)T + (q + 1)2 ,
where Q ∈ Z(T ] is the euclidian quotient of T q − 1 by (T − 1)3. Hence, if p is
odd, q(T − 1) ∈ I, and if p = 2, 4q(T − 1) ∈ I. Therefore pk′(σ − 1)M = 0 for
some power k′ (which can be taken to be k if p is odd and k+ 2 if p = 2), but p is
invertible inM so σ acts trivially onM . since this is true for all σ, and A(K)p′−tors
is clearly covered by its finite subgroups, the prime-to-p torsion points must be at
most tamely ramified.
3.2 The Tate-Voloch conjecture in A(Knr)tors + A(K)p′−tors
The previous subsection has given us a Galois equation, so we will be able to
apply Proposition 2.3, for any choice of a non-principal ultrafilter U on N. However,
we will need some “descent” result to reduce to the unramified case. This is where
the following lemma is used :
Lemma 3.3. Let L′/L be a Galois extension of algebraic overfields of K with
topologically finitely generated Galois group G. Let Qn be a sequence of torsion
points in A(L′)tors (which is necessarily bounded). If Q∗ ∈ A(D) is fixed by G, then
Qn ∈ A(L) for U-almost all n.
Proof. First notice that the G-fixed field of the ultrapower F := L′N/U is precisely
FG = LN/U (ie the ultrapower on L, which is a natural subfield of F ). Indeed,
if (xn) ∈ F is fixed by g ∈ G, Then g(xn) = xn for U-almost all n. Since we
may find a finite set of topological generators for G, and U being stable by finite
intersection, xn ∈ L for U-almost all n, so (xn) ∈ LN/U.
Now, let us come back to (Qn) = Q∗ ∈ A(D). The fact that it is g-invariant
for some g ∈ G means that for all k, d(Qn, g(Qn)) ≤ p−k for U-almost all n. But
the set of torsion points in A is discrete for the metric by Mattuck’s theorem, so
Qn = g(Qn) for U-almost all n, so the sequence (Qn) defines a point in A(FG).
Hence Qn ∈ A(L) for U-almost all n by the previous discussion.
We are now able to state and prove the conjecture in this setting :
Theorem 3.4. Let X ↪→ A be a closed subscheme of a semi-abelian variety over
K. Then for any distance d as defined in the first section, there is ε > 0 such that
for any P ∈ A(Knr)tors + A(K)p′−tors, either P ∈ X or d(P,X) > ε.
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Proof. As in the unramified case, we procede by induction on the dimension of X.
Let Pn be an allegedly contradicting sequence, so that d(Pn, X) goes to 0 and the
set {n : Pn /∈ X(K)} is not finite.
Since a finite extension of K does not change the truth of the result, we will
assume that the Pn satisfy Proposition 3.1 and its corollary.
Let m be a positive integer (that will be fixed later on) ; According to Lemma
1.5 and by the induction hypothesis, the set {n : [m]Pn /∈ mX(K)} is not finite, so
we may choose a non-principal ultrafilter U such that {n : [m]Pn /∈ m·X(K)} ∈ U.
We will use all the constructions with respect to this ultrafilter.
Since Pn ∈ A(Ktame), using Proposition 2.3 and the induction hypothesis im-
plies that there is anM (which does not depend on U) such that (σM −1)(P ∗) = 0
for all σ ∈ Gal(Ktame/Knr).
Let m ∈ N be such that m(T − 1) as an ideal in Z[T ] is contained in the ideal
(TM − 1) · Z[T ] + (T − 1)3 · Z[T ].
This is possible because gcd
(
(T − 1)3, TM − 1
)
= T − 1 in Q[T ]. Notice that this
m is independent of the choice of U we have made (since M is), so the definition
of U is not self-referential.
Then for any σ ∈ Gal(K/Knr), (σM −1)(P ∗) = 0, and (σ−1)3(P ∗) = 0, which
implies that [m](σ − 1)(P ∗) = 0.
It is known [64] that Gal(Ktame/Knr) is isomorphic to a quotient of Ẑ by Zp,
thus is topologically finitely generated. So [m]Pn is unramified for U-almost all n
by Lemma 3.3 with L′ = Ktame and L = Knr, and Theorem 2.4 then implies that
{n : [m]Pn /∈ m · X(K)} is finite, contradicting the fact that U is non-principal
and the theorem is proved.
4 The general case
4.1 Ramified p-primary torsion
In this subsection, we deal with sequences of torsion points who all have a
ramified p-primary part. In this setting, the following simple combinatorial result
found by Boxall allows us to avoid Sen’s result from p-adic Hodge theory [63] :
Theorem 4.1 (Boxall). Let p be a prime number, L a field of characteristic 0,
and A a semi-abelian variety over L, such that A[p] ⊂ A(L). If p = 2, we assume
A[4] ⊂ A(L).
Then, for any Q ∈ A(L)p−tors \ A(L),
∃ σ ∈ Gal(L/L), x ∈ A[p] \ {0}, (σ − 1)(Q) = x.
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Proof. The following is an obvious adaptation of a very nice proof by Oesterlé
detailed in [56] for abelian varieties and p > 2.
Let Q ∈ A(L)p−tors \A(L), n ≥ 1 the smallest integer such that [pn]Q ∈ A(L),
and σ1 ∈ Gal(L/L) such that σ1([pn−1]Q) 6= [pn−1]Q. For 1 ≤ i ≤ n, we put
– Qi = [pn−i]Q,
– σi = σp
i−1
1 ,
– xi = (σi − 1)(Qi).
Since [p]x1 = σ1([pn]Q) − [pn]Q = 0, x1 ∈ A[p] \ {0} (x1 6= 0 by definition of
σ1). We claim that for all i, xi = x1, so xn = σn(Q)−Q ∈ A[p]\{0} and the result
is proved.
Let us prove our claim by induction, so suppose xi = x1 for some i < n. Since
A[p] ⊂ A(L), for any P ∈ A(L), [p]P = 0⇒ (σi − 1)(P ) = 0. Since
[p2](σi − 1)Qi+1 = [p]xi = 0, (2.3)
we have
[p](σi − 1)2Qi+1 = 0 (2.4)
which in turn implies
(σi − 1)3(Qi+1) = 0. (2.5)
If p = 2, (2.3) gives that (σi − 1)Qi+1 ∈ A[4] ⊂ A(L) so
xi+1 = (σ2i − 1)(Qi+1) = (σi + 1)(σi − 1)(Qi+1) = [2](σi − 1)(Qi+1) = xi.
If p is odd, notice that
T p = 1 + p(T − 1) + p(p− 1)2 (T − 1)
2 + (T − 1)3R(T )
for some R(T ) ∈ Z[T ] so
T p − 1 ≡ p(T − 1) mod
(
p(T − 1)2, (T − 1)3
)
.
Therefore, using (2.4) and (2.5), xi+1 = (σpi − 1)(Qi+1) = [p](σi − 1)(Qi+1) = xi,
so the claim, and thus the theorem, are proved.
We use Boxall’s theorem to prove :
Theorem 4.2. Let X ↪→ A be a closed subscheme of a semi-abelian variety over
K such that A[p] ⊂ A(Knr) (this is always possible after a finite extension of K).
Let Pn be a sequence of torsion points with the following assumptions :
– d(Pn, X) converges to 0
– for all n, if Pn = xn + yn is its decomposition in A(K)p−tors ⊕ A(K)p′−tors,
xn /∈ A(Knr).
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Then Pn ∈ X(K) for almost all n
Proof. As usual we prove this by induction on the dimension of X, which we
assume to have trivial stabilizer. Suppose that (Pn) does not satisfy the conclusion
of the theorem, so there is a subsequence (which we take to be (Pn) itself) which
stays outside X(K). Let xn and yn be as above, and kn be the order of yn (which
is prime to p). Also remember that the relation (2.2) holds for all yn.
Using Boxall’s theorem, we may find σn ∈ Gal(K/Knr) and un ∈ A[p] \ {0}
such that (σn − 1)(xn) = un. Since A[p] is finite, we may find u ∈ A[p] \ {0} such
that u = [k′n]un for infinitely many n, where k′n = kn if p = 2, and k′n = 2kn
otherwise. We assume that this equality is true for all n, by taking a subsequence
if necessary.
Moreover, using the relation (2.2), and the fact that in Z[T ]
Tm − 1 ≡ m(T − 1) + m(m− 1)2 (T − 1)
2 mod (T − 1)3,
we have


















(σk′nn − 1)Pn =(σk
′
n






Since Xσ = X for any σ in the ramification group, this implies that
d(Pn, X) = d(σk
′
n
n (Pn), X) = d(Pn + u,X) = d(Pn, X−u).
So Pn converges to X and also to X−u. Since X has trivial stabilizer, X−u is
distinct from X and the sequence converges to the intersection X∩X−u which has
strictly smaller dimension, which is impossible by the induction hypothesis.
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4.2 The Tate-Voloch conjecture in A(K)tors
We are now able to give the final statement, which holds in the most general
case.
Theorem 4.3. Let X ↪→ A be a closed immersion in a semi-abelian variety,
defined over a p-adic field K. Then for any distance d as defined in the first section,
there is ε > 0 such that for any P ∈ A(K)tors, either P ∈ X or d(P,X) > ε.
Proof. AssumeK is such thatA[p] ⊂ A(Knr), and such that the relation (2.2) holds
(this is possible by taking a finite extension of K). Then everything has already
been proved, since, given a contradicting sequence, we may find a subsequence such
that either Theorem 3.4 or Theorem 4.2 applies and induces a contradiction.
Remark 2.8. As we have said before, the use of ultrafields allows us to forget a
specific metric to look only at the convergence of the sequence. However, most of
the proof given in this paper should go through when applied to an integral model
of the semi-abelian variety (provided that we have one that is nice enough), if we
look more closely at integral sections.
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